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CAPUT T. -f 

DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM^ DIFFERENTIALIUM . 
SECUNDI GRADUS SIMPLICIUM. 

D e f i n 1 1 i 0* 

706. ' ' 

Positis binis variabilibus x et j/, si vocetur c)2/— /^d^ ct ^/?— ^9:», 
aequatio quaecunque, relatronem iqter quantitate3 x^ y^ p ^t q de- 
finiens, vocatur aequatio diflerentiali5 secundi gradus intcr bina« va- 
riabiles x et y. 

C or o 1 1 a r i uia. 1. 

76 7» Quemadmodum ergo littera p iTnplieat rationem diffe- 
rentialium primi gr^dua, dum eet /> ~ ^-^, ita. Utterfb q :;^ ^^^ iro- 
plicat rationem diffqrfsAiatliuDci secnndi giradus. Sumto enfm ut vyl^ 
go fieri solet, 'Clemento dx <:onstante, erit 3p~-^, ideoque 

y — dx^ 

Cbrotlarium 2. 

70 8. Quatcnus ergo in acqu^tione proposita litterft q iBcst , 
eatenus ea est diiFerenti^Iis secundi gradus» Si enitn' q ^begset, 
ob solam p esset tantum dijffisreatialis prinii gvaclus ; a»Q. %\ jieque p 
neque q inesset, aequatio foret inter x ct y, neque quicquam prae^ 
tcrea quaereretur. 
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4 C A P U T L 

Corollarium 3. 

709. Mcthodus ergo desideratur, proposita aeqnatione qua- 

d y 

cunque praeter binas variabilcs x et y^ etiam quantitates P — ^ 
et (7 m l^ involvente , inveniendi relationem inter ipsas a? et y, un* 
de pateat, qualis y sit functio ipsius oc, scu vicisaim» 

S c h o I i o n 1. 

710. Hoc modo litteram q introducendo acquationes diffc- 
rentio - differentiales a conditione illa , qua quodpiam difTcrentiale 
primi gradus pro constante assuroi solet, liberantur. Cum cnimad 
meras quantitates finitas revocentur, quae rationem differentialiura 
primi gradus exprimunt, consideratio difFerentialis cbnstantis ne lo- 
cum quidem haberc potest* Quando ergo aequationes difFerentio* 
diffcrentiales more solito ita exhibentur, ut quodpiam differentiale 
constans sit assumtura , introducendo litteras pz=,^ et 7 zz: ^^ » 
species differentialium penitus toUitur, dum acquatio tautura quanti- 
tates finitas complectitur. Atque etiam vicissim proposita aequatio* 
ne inter quantitates finitas ar, j/, p, ^, ea ad formam vulgarem in- 
finitis modis reduci potest, prout aliud atque aliud differentiale pro 
constante assuraitur, quae taraen omnes forraae specie diversae in- 
ter se perfecte conveniunt, quin ctiara nullo diflfercntiali constante 
assumto evolutio in forraara solitara ficri potest» 

S c h li on 2. . 

711. Priraura igitur breviter exponi conveniet, quoraodo ae- 
quatio raore solito per differentialia secundi gradus expressa ad for- 
raara nostrara reduci queat, quodcunque differentiale constans fuerit 
assuratum. Sit ds hoc differentiale pro constante sumtura, cujus 
crgo ratio ad do:, ob |~ zr;?, per ;> et forte ipsas variabiles x 
efy datur; ponatur ergo d^zizvd^^ ut v fiat quantitas finita. 
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C A P U T I. 6 

Jam cnm lu aeqnatione occurrant ddx et ddfjf, vel aUerntrum sat> 
tera, loco ddx scribatur dsd.g- , quia ob d * constans fit utique 
ds.d.^~=ddx. Erit ergo d ^ ^r =id sd - -= — —--. Simin 
modo loco ddij/ scribendo 3 ^ . ^ . ^^ zi: 5 j 3 . ;^, fiet 3 3 j/ — 
^ tv^^ * C^^ igitur t; pcr p, acr et y dctur, erit 

ob dpzn q^ x^ Sicque fiet 

aax — — ?^(M-f.N/7.-hP7) et 
day=:^(Vt^-Mp-N^p^-P;)9), 

hiqne ralores loco ddx et ddf/ substitutt in aeqnatione tantum dif-* 
ferentialia primi gradus relinquent, quibus omnibus ad Jjr reductis, 
aequatio per divisionem prorsus a differentialibus liberabitur. Deinde 
vicissim hujusmodi aequatio inter x^ y^ p tt r proposita in formam 
solitam, sumto quopiam elemento d^ constante, evolretur, si primo 
pro p ubique scribatur ^, loco q autem g^D^g^— ^^^^ ^ — ^ 
nbi qtiidem nullius adhuc elementi constantis ratio est habita. At 
ob 'd s znvT) X constans, insuper erit 

vd^doc^dvdxznO ^ seu ob 3t;=M3a?-+.N3y-f-P5.^> 

undc pro lubitu vel 'ddx vel ddy clidi potest^ neutro autcm eliso 
infiuitac formac aequivalentes cxhiberi posstmt» 

Scholion •3* 

712. Hinc ergo praestantia formae finitac^ ad quam hlc ac* 
quationes differentio - differcntiales revocamus, prac more solito eas 
exhibendi luculentcr perspicitur ; cum cadem aequatio more solito 
infinitis modis, prout aliud atquc aliud clementum constans assumi- 
tur, repracsentari possit, dum nostro morc eadem aequatio semper 
ad imicam formam rcducitur. Quodsi crgo nostro more acquatio^ 
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6 CAPUT L 

nes prodcant diversae, ccrttnn eaft iis quoqne diversas relatloncs , 
inter variabiles a> ct y exprimi, cum contra solito more diversissi* 
mae aequationes differentio-diflferentiales eandem relationem indicare 
queant, ex quibus plerumque difTicile est ^am eligere, quae ad rc- 
solutionem raaxime sit accommodata. Cum igitur hic ejusmodl rae- 
thodus requiratur, cujus ope proposita quacunque aequatione intcr 
quaternas quantitates cc^ y, p et q^ 1'elatio inter binas variabiles o: 
et y definiri queat, quoniam haec quaestio vircs huraanas superarc 
videtur, a casibus siraplicissirais erit exordiendum. Casus autem 
simplicissirai sine dubio sunt, quando in aequatiotie proposita duac 
tantum insunt quantitates, scrlioet vel a: et q tantum, vel y et q^ 
yel p et q^ hoc est si q aequetur functioni vel ipsius o:, vel ip- 
''sius j/, vel ipsius p tantum; quos casus in boc capite evolvere 
conetiiuimiis. 

Definitlo. 

713. Formula differentio • difFcrentialis siraplex esrt, quand<^ 
posito dyzizp^x et dpzzzqdx^ quantitas q aequatur functiom 
vel ipsius x^ vel ipsius y\ vel ipsius p tantum, 

C o r o 1 1 a r i u m 1 . 

714. TripRces ergo habemus forraulas diflerentio.difTerentia- 
les siraplices, quarum resolutronera in hoc capite doceri e^onvenit, 
prout quantitas q vel per functionem ipsius ^, vel ipsius x^ vel ip- 
sius y tantum determinatun 

C r n a r i u m 2. 

715. Si crgo X deBotet fuqctionem ipsius x^ Y ipsius y^ 
et P ipsius p taatAun,- terna gcnerai faaruiaii forTaulai;um. sirapliciuiu 
sunt 1) 7 qr X , 2) 7 — Y, 3) qzziV^ \xi cji^ibufl cootin^Uir ca- 
ius sjrapliotssimiis. q zzz Con&t. 
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CAPUT L. 
C r o 1 1 a r i u m 3*.. 



Tt6. Si has foi-mxilas more solitd expHnter)? velftnus, ob 
^-f: j^ ifz ^. ^, s~, sumto clemento dx Gonstante, wit qzil^^ 
sumto elemento dy constante, erit </— — ^^5-^; nullo autem surtr- 

to constante , erit q izz "^^3 9 ^^bus simphcitas earum for- 

mularum haud mediocriter ofTuscatur. 



Corollarium 4. 

7 1 7. Si elementum ]/ (d x^ + 3 t/^) , quod saepe fit, con^ 
stans accipiatur , erit 3a7d^a?-4-52/ddy:=i 0; unde postremus 
valor ipsius 7, vel ob Ody — ^— abit m q-^^—^J-^—^ 

vel ob 0X111 ^ • abit m qzit^ ^^k. 

S c h o li oiK 

7t8. Repudiata ergo penitus vulgari ratione aequationes diC. 
ferentio-difFerentiales exprimendi, quippe qua formulae in se satis- 
siraplices vehementer complicatae evadere possent, ratione hic sta* 
bilita utamur, indeque resolutionem hujusmodi formularum simpliciumi 
doceamus*. 

Probtema 92. 

719. Posito "^y znpd X ek d p znq^x, siq aequetur func* 
tioni cuicunque ipsius p, invenire relationem inter ipsas vai^iabiies 
X et 2#. 

S o l u t i 0. 

Sit ergo q ~V ^ denotante P functionem quamcunqtie ipsius 
/): qiToniam igitur est ly — ^^, erit dj^—P^ar, hincque 
^ X zz: /, et dy — pdxzn ^-^* 
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« CAPtJT I, 

JElx quo consequimur m<egrando >v 

ita ut tam x^ quam «/ per eafidem noram rariabilem p determme* 
tur. Atquc cum duae novae constantes a ct b per dupliccm intc- 
grationem sint introductae, boc integrale pro completo crit ha- 
bendum. 

€orollarium 1*^ 

720. Aequatlo ^ = P, cujus integrationem hic tradimus, 91 
in formam consuetara, sumto dx constante, resolvatur, ob ^—3-^' 
transmutabitur in 3 5 y — ^ a:^y: ^^t q^ac est aequatio difFerentio* 
differentialis, in qua ipsac variabilcs x ct y non occurrunt. 

C r 1 1 a r ium 2. 

721. Talis quoque forma prodit, si elemcntum dy vel alia 
elcpre%sio differentialis , in quam ipsae x et y non ingrediuntur, vc* 
luti y/ Q x^ -4- 9 J/.^) pro constante sumatur, Hoc ergo modo om* 
nis aequatio differentio-differentialis in quam ipsae variabilea x ^\,y 
non ingrediuntur , integrari poterit. 

CoroIIarium 8. 

722. Sin autem hujusmodi elementum ydx-^xdy coa- 
stans assuraatur, ut yddx — xdd y— ^ ob 

^ I -N d y 3x93 y — d yddx 

_ (ydx — g3:y)3 3x (y^x — xdy)ddy 

y— «3x3 ydxi ' 

quae expressio , si aequctur functioni ipsius P ^ ^9 integrari po* 
terit 
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CAPUT L 9 

C o r o 1 1 a r i u m 4. 

733. Si fucrit P quantitas constans, ut sit^iz:/*, crit 
xzzza^j^ ct yz=64-f^J, 
unde fit 

J/ = 6+f (^ — «)^ scu y=ifxx — a/x-^laaf-^b, 

seu mutata forma constantium y zz: l/x o: -f- C o: •+• D. 

S c h o I i o n. 

724. Cum scilicet aequatio differentio - difFcrcntialis dupHci 
integvatione indigeat, si utraque omni extensione instituatur, duae 
novae constantes arbitrariae introducuntur; in quo criterium, nura 
hujusmodi integralc sit completum, consistit. Quemadmodum enim 
aequaiionum difFcrcntialium primi gradus integratio completa unam 
constantcm arbitrariam implicat, ita si aequatio difFcrentialis fuerit 
sccundi gradus, binae constantes novac in integralc completum iii- 
gredientur, ternae autem ac plures, si acquatio difFerentialis fuerit 
tertii altiorisve gradus. Problemata autem, quorum resolutio ad 
hujusmodi acquationes difFerentiales altiorum graduum deducunt, na* 
tura sua ita sunt comparata, ut solutionis determinatio totidem con* 
sfantes requirat. Ita in aequatione 7 m/*, scu sumto dx constan» 
te, ^^yziz/dx^ ^ aequatio integralis completa yiil/xX'+'Cx-hD 
duas constantes novas C ct D involvit, quod etiam in subjunctis 
exemplis patebit. 

Excmplum 1. 

72 5, Jequationis differentio - differentinlhs add^yzndxdy^ 
in qua elementum dx constans est sumtum^ integrale completum 
invenire, 

Poeito dympdx et ^p:zzqdx^ erit ^dyznq^dx^^ iiincque 
aq-zzpj et Pz^^. Quoicirca intcgratio pr^ebet 

2 
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10 CAPUT L 



a?— /^-^zzC ^alp et yz=.f<x'dp = D-fr.^^. 



Cam igitur sit 

quae cst aequatlo integralis complcia binas constaatcs € «t I> in- 
volrent* 

Exemplum 2. 
72 6. Posito dx covstafite, invenire aequationem inter x et 

Posito dy~pdx^ ob ^o; constans, erit ddy—dpdx^ sic- 
que nostra aequatio est -4- f>y^O + ^ ^^ _, ^^ ^^^^ ^^ 

-N — «^;^ ^^ — apd p 
dx — i-- et dy — — -^. 

Pcr integrationem ergo nanciscimur 
uade concludlmus 

C r 1 1 a r i u m. 

72T. Si a: et y denotent coordinatas rectangulas lineae cur 
Tae, formula 0»'-f-a>')V(a^x»H-a..') ^^p^j^j^ ^^^ ^^^^^ ^^^^,. ^ 

qui ergo ut sit constans ziz a, aequatio integralis inventa circulum 
radio a describendum indicat. 

Exemplum 3. 

72». Pasito ds — -\/(dx^-{'dy^) eoque sumto comtante, 
invenire aequationem inter x et y, ut fiat ^-^z=.~' 
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CAPiJT I. jl 

Ponatur dyzzzpdx, erlt 9*rr:3a:)/(l -^pp), et ob 5 j 
constans 

ddxy..^i -4-;;;;)H-/(f^7,j=0, seu ^ 

aaa.n:— ^J|i,. 

undc acquatio proposita abit in 

^pd^d V- <* -^/'^> = J> sdu 

, — ad P . — ad p 
d.T— ^ , et du= ^, ergo 



y:r:D 



/^ (I -hpp)* (1 -4-;?p)" 



>'('H-ff) 
At pvo ilia formula statuatur /; — — , eritque 

arrdr adr a^r 



3 X -rz. 



.1 1/(1» /v) r 



unde fit integtando 

^ = C — yj^riTr) -f- a / [r -f- ]/ (1 -f- r /•)], scu 

x — C, — -; ." -\- alL±lil±,t^. 

cc — y^ TOH-ft.) ^ f. 

E X e m p 1 u ra" 4 . 

72 9. Posilo 3 J — )/ C^ •^" -f- 3 2/^) . hocque eUmento sum- 
to constante^ /ieri oporteat -^^ ~ a Ang. tang. --• 

Si fiat ut ante dy — pdx, orietur hacc aequatio integrand* 

— dx (i -^ppf __ 

17 ~ « Ang. tang. 17, seu 

Op 

^adp ^ 
^ X ^zz Ang. tang. />, et 

(1 -4-?/»)^ 
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i3 CAPUT I. 

3y=: Ang. tang. /». 

ii-+'Ppr 
Cum* nunc sit d . Ang, tang, pzz: fiprx» <5i'it 

— a p f 

X ~ -^ Ang. tang. p — a / - 



PdP 



'^<'+'"'> ° '-^ ^..„>i 



ct 



Ang. tang. p — ^ / " 






'^ ' ^ (1-+-/^/^) 

Quamobrem colligimus 

^ = C - ToiV) - Voqfe) ^°S- tang p, ct 
y — 0— ^^(4:^ + ^-j Ang. tang. ;,. 

Corollarium 1. 

73 0. Si X sit abscissa et y applicata curvae, radius osculi 
proportionalis esse debet angulo, quem curvae tangens cura axe 
constituit; unde patet hanc curvam fore quandam spiralem, circa 
originem abscissarum se evolventem. 

Corollarium 2. 

731. Si angulus ille,^ cujus tangens zn/?, ponatur iii(f)> 
crit p — tang. , hincque 

ar — C — a cos. — a Cj) sin. (J) , et 
t/ iz: D — a siii. (J) -^ a ^ cos. ; 

unde coUigitur 

X €08. + y sin. (J) =: C cos. -4- D sin. — a. 
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CAPUT I. iB. 

CoroUarium 3, 

732. Ut simito (|5zz:0, ambae o? ct y eraneaetiit, sunu 
dcbet C iiz: a ct D — , eritque 

xziz a — a cos. (J) — a(P sin, (J), ct 

y z:z — a sin. (J) -f- a cos. Cj) ; 
unde quamdiu angulus est minimus, erit 

x=z — ia<p(P^la(P^ et y=: — ia(p^ -+-^Cj>*; 
ideoque proxime 

Problema 93. 

733. Posito d y nzpd X et d p zzz q d x^ si quantitas 7 
aequetur functioni ipsius x, quae sit X, definire relaiionem inier 
binas variabiles o: et y. 

S o 1 u t i o. 

Cum ergo sit 7 iiz X , erit gdx — dpzz.XdXy unde inte- 
grando coUigiraus p ~y*X 3 o? -f- C, atque hinc ob d y znp d x 
adipiscemur 

y —f d x/X D rr + C a: 4- D. 

At est 

fd cv/X dxzn x/X d X — /X xdx, 

uti sumendis differentialibus sponte patet. Quare aequatio integra* 
lis completa rclationcm inter binas variabiles x ct y continens est 

yznx/Xdx — /X xd x -\-^ C x -^p 

duas constantes arbitrarias C et D involvens. Quae ergo crit al* 
gebraica, si ambae formulae diflerentiales Xdx ct Xa:dx inte- 
grationem adraittant. 
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14 CAPUT I. 

jC o r o 1 1 a i: i u m l\ 

7S4. : Qttodsi ergo sit^^znO, seu suniio ^x constantc , 
dd y zz: , ut sit X ~ , erit aequatio integralis completa y cr: 
C o: -f- D. 

Corollarium 2. 

73 5. Aequationes ergo diflerentio - difTercntiales, quas hoc 
modo integrare licet, sumto d oo constante, in hac forma 3 5 j/ m 
X 3 ,T^ conlinentur, unde prima integratio pracbct 3y— 3:ryXc).i; i^ C, 
ct altera y zn/ ^ xf X 5 o: + C :c 4- D. 

Corollarium 3. 

736. Sin autcm diflerentiale 3 z/ capiatur constans ob /^zij^ ? 
crit d p z:^ — -~y^ nz g d x, et forma aequationura hoc modo in. 
tegrandarum erit — ^ y d^ oc rrX5 x^. 

Corollarium 4. 

737. Quodsi elementum d s:zi:\^(d^^ --k-^y^) sit oonstans , 
ob dxddx-^dyddy — ^ erit 

Hinc forma aequationum hoc modo integrandarum est 

-^ds^ddx — yidx^^dy. 
Vel cum etiam sit 

ca crit ds^^ddy zz.y^dx^. 

S c h I i o n. 

738. Hic manifestura est . quantum intersit aequationes dif- 
fcrcntio-diffcrcntiales a forma solita, ubi clementum quodpiara con- 
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CAPUT L 16 

ftians est assuinttm, ab hac conditione libt^rare et ad formam hic 
stabiHtam rcducere. Si cnim proponatur haec aequatio 3^^39yrzi 
Xdi*, in qua elemchtum dszn:)/ (d^^ -h^l/^) constans sit assum-^ 
tum, haud facile patet, quomodo ejus integratio sit suscipiendac 
Nostra autem methodo^ si ponamus ^yzzipdx^ ut sit 

d s — d X y (l -r-PP^ c' ddy—pddx-^^xdpr 
induit ista aequatio hanc formam 

d a;^ (i '+-P p) (pdd X --hd xdp) — Xd x^ seu 
(pddx -hd xdp) {i -^pp^zzzXd x^. 

At quia ds^ ac proinde quoque ds^:zi:dx^ (i -^ppy est constans , 
crit 

ddx'(i-\-pp) -hpdxdp=zO, seu ddxzzz^^^^jf , 
idcoque 

ita ut fiat d p zizXd x^ quae aequatio jam facillime tractatur. Hic 
scilicet in subsidium vocari debent ea, quae supra de integratione 
fonnularum difFerentialium simpliciura sunt tradita. 

Excmplum 1/ 

739. Sumto dx constante^ si fuerit ddyzzLax^d^^^ iw- 
tegrale completum investigare. 

ti ?i *v 

Cum sit ^-^ — a x^d Xj ob d x constans , erit hitegrando 



^ — • — ^ x^'^^ -4- C , hincque denuo integrundo 



3x 

^n-f 

dx n-f-i 

ubi casus nzz: — 1 etn~ — 2 seorsim sunt cvolvendi. 

I. Ergo si n——i, crit^z=?^?, hincquc ^zictlx^C, 
undc cum sit dyzizadxlx^Cdx , er it denuo integranda yzunxlx^ 
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1-6. GAF^UT I. 

aa;-^-Cx-4-D, seu laco €— -a «cribendo C, habehilur y-.etxlx-^ 
C « 4- D. 

II. Si «=-2 et^ = ^, erit |-2c==^« + C, hinc- 
que y — — a/a7-4-C j:4-D. 

Exemplum 2. 
7 4 0. Posito dszn]/(dx^-{-dy^) constante^ si fuerit 

^ -r^ — COS. * 

d3c4 a c - 

invenire integrale completum. 

Ex superioribus constat fore ^-^^^~^z=iq, ita ut proposita sit 
haec aequatio qr — -i-cos. ^, unde fit 

^ o? =: a /; = — COS. y 
ct integrando 

;;=:-^ sm. ~-h^— ^-^- 
Quare obtinebitur 

j/=-^'cos. J + Ca:-4-D. 

quae est aequatio integralis coinpleta. 

Problema9 4. 

741-. Posito dyz=:pd.oc et dp — qdx, si qtiantitas q aeque- 
tur functioni cuicunque ipsius y tantum, quae sit'Y, inyenire ac- 
quationem integralem 'completam inter a? et j/. 

S o 1 u t i o. 

Cum sit 9 = Yrz:||, erit dxz=.^^, hincque pdxzrzdy- 
e^. unie couficitur haec aequatio inter ;> et y separata pdp^ 
Td^^ qaae.integrata praebet 
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CAPUT T. *t 

Hinc crgo porro concluditur ^~ fy(jc^ljYdy) ^ ^^^^ integrati* 
denuo constantem arbitrariam inducit , ita ut hoc modo aequatio in- 
tegralis completa inter x Jtt y obtineatur^ 

C o r o 1 1 a r i u m l^ 

742. CUim sit 7 = f^ et dx — ^^, <jrrt qzn^f. Quarc 
cum aequatio proposita eit 7 ~ Y , ^rit ^-^ ni Y^ hincque pd p^ 
Y dy^ unde jxraecedeiw integratio «ponte deducitur. 

CoroMarium 2^ 

3 3 v 
74S. Sumto -elemento dx ^jonstante, cura sit qzn-j^^ ae- 

quationes hic integratae habebunt hanc formam ^^j/ rz: Y^:»^, ctt- 
jus integratio, si per dy multiplicetur , est manifesta, fit enim 

id y^ ^id x' /Y d y + iQd x\ 
ob d :r constans , hincque 3 a? — yTcqrTjy •g—^ ^t ^^^te. 

S c h o 1 i o B. 

744. Eg ergo speciraen ae<piationum differentialium , quae 
per idoneum multiplicatorem integrabilefi redduntur, ex quo intelli- 
gitur hanc methodum etiam in his aequationibus usura habere posse; 
deinceps autem locus ^rit hanc methodum uberius excolendi, cujus 
quippe usus praecipue in aequationibus diflEerentialibus altiorum gra- 
duuro est insignis, ubi variabilium separatio nihil subsidii affert. At- 
que hanc ob causam jam supra hanc methodum per multiplicatores 
integrandi commendavimus, alterique per separationem .procedenti 
longe antetulimus. 

Exemplum 1. 

6 45. Posilo dx constante ^ si fuerit aadd yzzzydx^ in- 
venire integrale completum. 

3 
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jg CAPUT I. 

MultipUceuir aequatio pi-oposit» P^^' i d tf v «t prodbat 
2aadyddy = 2ydy.dx^t 
quac ob da; constana habebit inUgrale 
aadi.y^:=zyyda>*'^Cd-x'*r. 
«ndc colligitur 

quae denuo integrata dat 

X z=z a l\y -\- }/ (yy"^ e)l — a / fr-,- 
unde concludimus, sumto e pro numero cuiu8> logarithmus est =.1',. 
fore 

•t irrationahtatem toUendo 

jfbe" — 2 6 J/ e« = C V 
tta. ut »it 

at forma constantium- C et 6 mutata, habebittuv - 

tf.= ee« + D< *', 
qpae est aeqiiatio integralis conapletai 

Exemplum 2'.- 

746. Fosito 3iar oonstanUy sl fuerit a-a^d^by-^y^x^-^^^ ,- 
ihvenire integrale completum. 

Multiplioatione per 2^^ facta, aequationi»- 
Xaa-^yd^y\''iy^y.'dx*z=^^i„ 
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CAPlJT I. I» 

jntegrale cst 

iinde deducimus 

-^ ^ ady 

O X ZTe \^ 

^ r (cc— ^^) 

-quae denuo Integrata dat 

rr — a Ang. sin, ^4-6. 
Erii ergo 

~ zn sm. zz: cos. — sm. sm. — co». — ^» 

c a a a a u 

Tel xnutatis .constantlbus b et c, ita ut sit 

c cos. — zz: C vct — c sin. — zz: D, erit 

a a ^ 

y zziQ sin. ~ -f- D cos. ~ • 

** a a 

Yel retcnta prima forma, habemus. 
yzizC sin. (-^ -f- a). 

C r o 1 1 a r 1 u m. 

747. Hoc exemplum ex praccedcnte rcsolvi potuisset, cum slt 
izzcos.M-|-)/— i.sin.zi et -^""*^*"*~cos.u~y- l.sin.iU, 



e 



,iiy— 1 — 



ac 'i^iciss^m 

cos.i*)/— 1 — ie** -h|tf""* et sin.w)/— .im^^e'* — JTVTT^'"** 

E X e m p 1 u m 3. 

748. Posito dx constantey si /uerit ddryy^ayZiZidx^^ w- 
tegrale completum invenire. 

Cum ergo sit 2dydd.y=^.d x^^ 
erit inlegrando 
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99 «APUT E 

unde <^oIligimu^ 

iSit cemttxoditatis gratia n)/a — 6 ct -/f/znz, ut fiae 

:> ^, o ^ ;i o' -f 3*1^« «3» 

dy_2zdz ct -^— — ^-^-^, 

cuju^ integrale est 
seu restituendo 

T" =|(/y — z /c) / (/y + /c) 4- e-,. 

ubi c ct C sunt binae constantes arbitrariae. Erit ergp* 

aVor 

posito C nz ^ , ct sumtit quadratis- 

V a , , 

S c h I i o m 

T4 9. Eorma ergo vulgaris aequationum hoc raodb ihtegraw- 
dkrum, sumto elemenlo d:v constante,. est ddyz^LYdx^y quae pc» 
dy multiplicata manifesto fit integrabilis. Sin autem elementum dy/ 
«apiatur constans^ ob 7— ^' et /inz ^, erit 7^ — ^^^*, hinc* 
que forma vulgaris dyddxzii — Y^a?^. Porro sumto clemento* 
dszzzy^dcv^-^^dy^) constante, ut fit 3j?93a:-f-9j/3.5y— , ob» 

:v^ dx ddy — d yddx .. ^ .. ^ as^ddx ^ . ^, ds^dBy 

vnde nascitur haec formft 

ds*ddx ^ , aT*9 3 y y- 

d*3dy ^ ^^^ ai^ ^ > 

quae etiam per dt/ multiplicatae integrabiles evadunt, etiamsi Koc 
jam minus pateat. Simili modo si clementum yd x sumatur conw 
•tona,, ut sit j^ d ^a? -i^ 3 «? d^Sf =0 ct d 3,0? = — ^^y^ ob d^— 
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^r ^^3^» orietur haec forma y.ddu -f^d y^znYy d x^j cujur 
membruin prius integrabile redditur; si per functionem quamcunque 
ipsarum ydy et ydx multipiicetur, erga etiam per ^g-f»^ qw' 
multiplicatore simul aiterum membrum Y yd x^ rcdditur inlegrabile. 
His igitur casibus simpiicissimis aequationum differentio-differentialium> 
expediti^, qut ne ulla quidem difBcuItate laborant, ad difHciliores 
progrediamur, ac primo quidem ad eas aequationes, in* quibus alte-- 
va binarum variabiliura x et y ipsa non inest; ita ut aeqnatio pro* 
posita ternas tantum contineat litteras a?, /i et 7 vel y, /? et qr,? 
mtriusqpe enim ratio fere perinde est comparata. 
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CAPUT IL 

AEQUATIONIBU6 DIFFERENTIO-DIFFERENTIALIBUS IN QIB- 
JBUS ALTERA VARIABILIUM IPSA DEEST. 

.P.roblema JSu 

X osito dy~pdx ct dp:zzq^x^ si dctur aequatio quaecunque in* 
ter tres quantilates x^ p et q^ in quani altera variabilis y non in- 
grcdiatur, investigare relationem inter ipsas variabiles x et y. 

15 o 1 u t i o. 

Cum aequatio proposita faas tres quantitates x^ p et q con. 
tineat^ loco q scribatur ejus valor v^, atque habebitur aequatio dif- 
ferentialis primi gradus duas tantum quantitates variabiles x et p 
involvens, quam secundura praecepta prioris partis tractari, ejusque 
integrale investigari oportet. Integrali autcra invento., quod si fue- 
rit completum constantem arbitrariam complectetur, inde vel p per 
Xj vel X per p deterrainari potcrit. Priori casu quo p per x de- 
finire licet, ut p aequatur funotioni cuidam ipsius x^ quae sit i:X, 
db p — X fiet pdxzzidy—^^dx^ nnde reperitur j/iTjfX ^a7-+-Const. 
quae aequatio relationem desideratam inter x et y definit. Poste-. 
riori casu quo x per p detur, et functioni cuidam P ipsius p ae- 
quatur, ut sit a? =: P, erit y~fpdxzizfpdP^ seu yz:Pp--fPdp. 

Sin autem neque x per p^ neque p per x definiri queat, vL 
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«lcnduiTi est, mim» luramquc per novara 'variablleul u c\pnmere U-- 
oe.at^. unde fiat. o^nzV et ;;zi:U; lum cnjm. habcbitur vziJU^V, 

e o r o M-ar i u m l^- 

T51. Hujusmodi ergo aequalionum difler-cntio • diflVreniiHlium'* 
Gcsolutio ita instituitur, ut revocetar ad aequitioncm djirercntialem 
prirai gradus intcr binas- rariabilcs cc <^t p; quae si intesjrari qu^at, " 
simul illius aeqyationi^ integxatiO' habebitur, accedcme qiuidam nova^ 
oonstante. 

G p o 1 1 ar i u ra^ 2.- 

7^52. Si a«^uatio inter x^ p et q proposita- ita fuerrt oora- 
parata, ut q unicam dimensionem non exccdat, vel siad talem for- 
mam reduci patiatur, orietur aequatio diflerentialis stmplex , differen* 
tialia unius tantura dimefisionia involvens,^ ubi praecepta- ante tradita- 
m usura sunt yoeanda* 

G OT H a r i um 3\ 

7*53. Sin autem qvantitas' g^ plures obtineat dimensibnes, veP 
adeo transcendenter ingrediatur, tentanda sunt ea arficia, quae in 
fine superioris. partis circa resolutioneili Kujusmodi aequationura sont 
tiadita.' 

S ch li nQ 

T5 4, Quando in aequatione inter a?, ^ et q littera 7 unicam' Kabet' 
diraensionera , indeque posito q zz ^- aequatio difFerentialis simplex 
nasoitur, praecipui casus, quibus integratio succedit, stxnt: 1) si 
acquatio haoo difl'erentiaii& separationera admittat, 2)^ si alterutra^ 
variabiliura ;i et o:, difTerentialiura quoque ratione habita, unara di- 
raensionera non superet, ao 3) si arabae variabiles a? et p ubrque 
aundera- diraensionum' nuraerum. constituant, qjio casu aeq^iatio bo- 
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HA rCAPUT 11. 

tmogenea appellatur. Casus ininus late patentes, cujusmocli supra 
cerolvimus, hic non oomtnemoramus. Ddnde si quantitas q Tel plu- 
ribus dimensionibus >sit implicata, yel adeo transcendenter ingredia- 
rtur, ca^us praecipui jesolutionem admittentes, quemadmodum supra 
4ocuimus, sunt: i) si proponatur aequatio quaecunque inter x etq 
deficiente p^ 2) si aequatio tanlum p et q contineat, quoa binos 
,quidem casus Jam capite praecedeate tractavimus; 3) si in aequa- 
tione proposita binae variabiles p et x ubique eundem dimensionum 
«umerum constituant , 4) si in aequatione inter Xy p et q altera 
binarum litterarum x vel p unicam dimen^ionem obtineat, denique 
5) si aequatio ita fuerit comparata, mt posito x~V^j p — z^'^^ 
ct y ~ <*, aequatio oriatur homogenea inter i;, z et t, quae ficili- 
cet ubique eundem dimensionum numerum conatituant. Secuodum 
!|ios ergo casus exempla proferamus. 

Exem pl um i. 

758. Jnvestigare aequationem inter x et y^ ut posita dx 

€onstante. haec formula — - — ■ aequetur datae Junctiom 

dxddy 

ipsius X, quae ^it znX. 

Posito d y zizp d x et d p :zz^d x.^ erit 
l i 

a-hppy ^ o-^pprdx 

— — X— ^ , ideoque 

q dp 

dx 3 p 

(1 -\-ppf 

ubi cum rariabiles x et p sint a se mvicem scparatae. intcgra- 
tio dat 
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CAPUT IL 21 

t_ /3« 

Ponatur/^— V, integrali completo «umto, crit V functio ip«Iu$ 
Xt hlnc 

Quare 

unde obtinetur 

Tum Tero praeterea elicitur «lementnm 

ciyui integralct praebet 

€ r o 1 1 a r i u m 1, 

766. Si a? et y «int coordinatae orthogonalcscurrae, «ritfor- 

TOula ' ejus radius curvedinis, nnde hinc curva definitur, 

cujus radius curvedinis aequetur functioni cuicunque «bscissae x, 

Corollarium 2. 

757. Si ergo radius curvedinis debcat esse reciproce pro- 
portionalis abscissae a?, sumatur Xzr:— , eritqae 

Y=zf—-z=z—^^, hmc 
quae conditio praebet cunrat a lanuiia elaatica fbrmataa. 
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36 CAPUT IL 

Corollarium 3. 

758. Si fit Yzizx^. seu X — neetecta constante ad- 

-7- ~^ quod mtegrale al^ebraice cxhibc^ 

11 potest casibus, quibua cst vel n zii -^jzn^ vcl n zz: ^^ ^ dcjDO»^ 
tantc i mimerum intcgrum positivunu 

Excmptum 2^ 

7B9. Si posito dx constarUe^ oporteat esse 

dxidx^-^^dy^y^xdyddtj—addiuy/cdx^-^du^yr 
invenire aeguationem inter x et y. 

PositO" dyznpdiXy, nostra acquatio ob 5^3ty:zi:3ip 3i o? inh 
duit hanc formam 

dx(i -t-pp) -f-xp^p=zadp ]/ a -hpp)r 

quac pcr )/(l --t^ppy divisa fit integrabilis , oritur cnirai 

xYci-JrPpy^^^P-^-b seu ^^7\r$m: 
Cum nunc sft 

yz=zfpdxizzpx — fxdpy crit 
ct integrationc cvoluta 

itft ut ambae variabiiea x tt y pcr jp dcfiniantur 
Cum igitur cx priorL cliciatur' 
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CAPUT n. 37 

crit his ralorTbus substituls 

«(aa + t&— <x)-t-*«/faa+&&— ««) i . &-f-Vf«a4-R> — »») 

«' i»x-|-av'(aa-J-66 — XX) '" nOc^T^ »■«" 

Corollmrium. 

760. Si constans priori integratione ingresM b eTaneieena 
«nmatur 9 aequatio inter x et ^ fit algebraica , erit enim y zn 
y(aa — X x). Sin autem h non eranescat, aequatio integralis eat 
transcendens, ct logarithmos inyoivit. 

Sxemplum 3. 

761. Posito dx constante^ si debeat esse 
aaddyyiaa-^xx) -^aadx^y^^^^^^^ 

invenire aequationem inter x et y. 

Fosito' d y ziipd Xj habebimus hanc aequationem 
aadpYiaa^xx^-^aapdxzzixxdx^ seu 

-\ i^ pdx ._ xxB» 

^ P « y(aa-f-»«) aaViaa-^xx)^ 

in qua variabilis p unam dlmensionem non superat. Cum ergo sit 

/ ^{al+xx) = Uar -+- / (a a ^ a; a:)] . 

haec aequatio integrabilis redditw, si multiplicetur per ^r-t-j/Caa-f a:ar)^ 
tum enim prodit 



hinc 



' ^ r- -- j aay^aa-i-acx; ' 

" '*.»/ «"'' + * *)1 = r:/i^.S5 -t- i^.. " 
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9n CAPUT II. 

Haec multiplicetur per ]/(aaH-a?:») — o:, ut prodeat, 

aap =1 -««-«««-ty . «>^ ('»"+««? _^ c /(aa-hara:)— Car, 

et quia d j/z:zp d Xj erit integratido ^ 

a a y — — ^x^ ^ ^a ax -f-| (a a -4- a: o?) -)/ (a a -4- ^ acr) 

— I C a; a: -4- Cy 3 o? )/ (a a -f- a: a:). 

Quodsi" ergo constans C evanescati aequatio inter x et y crit al- 
gctoiiica, scilicet 

9 aay -^ 6 a ax -{^x^ nz: 2 (a a -^ x x) y/ (a a ^ x x^. 

£ X e m p 1 u m 4. 

762. Posito dx constante^ invenire integrale hujus aequa-^ 
tionU dijfferentio-dijfferentialis 

iaady^ -^x xdx^)ddy = « xd x^dy* 
Fiat ^yzizpd Xj et ob ddyzzzd pd x habebimus 

(aapp-^x x)d pznnp xd x^ 
quae aequatio cum sit homogenea, statuamus xmpUf eritque 

pp (a a --i^uuydpziznpp u(pdu'-jr^dp)7 seu 

Sp nndu ^ 

p aa-|-(i — n)ttu ' 

quae Integrata dat 

^P ^ a(i — n> ^ [^ « -h (1 — w) w u] + Const. 
Hinc colligitur 



pzz:C [aa -4- (1 — n) utt]*^'-'*), atque 



a:=:CM[aa-f-(l ~ /i) uu]* 0-«). 
Cum nunc sit 



S^ft-^9 



Uznpx-^fxdp et 3pziiCnuDu[aa-4.(l — n)uu]*t*-^"), 
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CAPUT IL 29 

crit 



an— f 



yiz:CCw[aa-h(l-n)Ma]"-»— nCC/uudu[aaH^(l-n)uul»C«— »). 

Casu autem nzzzi erit 

//iz=^+C, ct uzz:ai/2/f, hinc 

xz=:ap /2 Z-J, ct yz=:app}/2l^--afp^py^2l^ • 

Corollarium, 

763- Si fuerit nmj, crlt 

:c — tf u|/(aa-f-5 uu) et 

yz=:CCu(aa+Juu)— ^^4^Dz:iCCu(aa4-iuu)4-D; 
sicque relatio intcr a: ct y algebraicc cxprimitur, quod ctiam fitj 
81 n— |, vcl 7izz:|, vel nzr:|, ctc. 

Ex cm p lum 5* 

764. Posito 'd X constante^ integrare hanc aequationem 
differentio-differentialem 

. ad xdy^ ^ X xd xddy^n^dy y Q x^-^aadd y^) 

Fiat 9 y zz:;i 3a: ct 9 ;? — 9 9 a:, ut sit 9 3 y zz ^ 3 o?^ , ct 
nostra acquatio induct hanc formam 

app-^qxxzinpx}/(i -^^ aaq 7), 

quac cst homogenca inter p et x. Statuacur crgo p:ziuxp fijstque 

au u^qznn u)/(l -f- aa^0. 

Jam Tcro cst 

d pznq^d^A^nzud X -^xdu^ 
unde fit - ;;= — • 

At ex illa acquatione inter q ti u colligitttip 

attttH-»tt>^('— it»4atttt*l*a^tt4) . 

^ tt^aaavtt— I ' ^ 
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30 CAPTJT IL 

u(i ^aU'^nnaauu)^nuV(t'^ « n a « tt « -4- a* «4) 

que 

3x_ 9» nu aau n-^i 



X u * I -+-fl tt — nnaa «tt-+-ny (i — n n a aii«-4-a4tt4) 

Dabitur ergo x per m, Wncque etiam pzzzux pcr u; undc dedu- 
«itur y—fpdx:^fu.xdx. 

CoreJlarium 1. 
76 5. flla aequatio diifercntialis transformatur in banc 

d X d u 1 «f^gtt — nnoatttt — n /(1 — nttgatttt "4-a4ii4) 

X "7* "tt" * nn — 1 — aau + (ttn«- i).aa«tt ' * 

undc ratio integrationis facHius perspicitur. 

Corollarium 2* 

766. Notatu dignus autem est casus nn=z:2, quo fit 

d X 3 tt i-4-fltt — aaatttt — (i — aatttt^Va 

V H ' i~au) • —> *^^ 

dx *tt f^-^att — (i + attj^a att(i->Va) . a9tt(3 — a|/a) 

"je" u * 1 — att "~ tt »" I— att * 

unde coUigitur 

/a:=i:<l — 1/2) /u~(3 — - 2 V 2)f(i — att) ^- Const. scu 

a7U^^-' (1 ~aw)5-»>^*=: C. 

Exempium 6« 

767. Sumto tlemento ds~y (jdx^ -\-dy^) <:omtante, inve^ 
nire integrale hujus aequationis 

d^^dy'—^ds^ddyz:2adxdsy^(ddx^-hddy^). 



Posito dyzz,pdx, erit 3^ — Djc)/(1 -|-p;i), ct ob ddsz.0 fit 
cxistcntc dpzzqdXf tum vcro 
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CAPUT H. it 

ideoque 

q^iibus substkutis, acquatia nostra induit hanc fbrmam 

p — qxznaq^ quae difFercntiata praeb^t — a; 3 7 m a 9 y-, 

ideoque 3 911:^0 et ^— tt^ Hinc pi^fqdxzzz^^—^^ qui idem va-- 
for ex aequatione pz=,(x-^ai)q sine intcgrationc obtinctur. Tum. 
▼cro est yziLfpdx— ^^^^^^^ -^b^ quae esC aequatio iiuegrali& 
complcta binas constantcs b ct c inYolycns. 

Exem.prum 7. 

76-8.. Sumto ehmento d sznY (dx^-^h j/^) constante^ hv^ 
venire integrale hiyus aequationis ^fferentio - differentialis 

Posito "^y^zzpdx et dp=zgd^Xf ob d^^^dx-Zci -^ppy et 
^dszzit, erit 

«rgo ds^ddy:=zqdx*f unde aeqjaatio nostra. fit 

P^9^= VH-llaqqy 

qane «^erentiata praebet 

— zdq=: |.r 

(1 -f-aaqqf 

■ t 
«nde concludituc vel 3 q z= rel a» rr — — — . 



I 

ClI-4- a aqqy 



Prbri ca«u eat <?— 7, et ;> = ^ -f- ^^--., hincqpe 

r -^K xa- , b» , y. 
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Posterlori ca«u quo x liz '• ' ■• • fit 

'— b g b q aab q^ 

p __ , -|i — ■ ■ ' ^^ ■' "". ' ' . , . 

ii-^aaq.qf ^ ^ ii-\-aaqqr 

At est 

q.xziz .y hincqne 

Ci-^aaqqf 

et ope reductionum 

— ibbq — aabb q^ . ^ f dq 

y — 1^ — 2 — 2 \-lbb I -. 

H-^aaqqr J (i-f' aaq-qy 

Est vero 

J Cl-i-aaqq)^~^^ ^nii-^aaqqy^ 2n J (^i-^aaqqf 

Ergo 

f___L2__^ — 1 }_ I f ^ l ^t 

f_ls^ . — 1 ^. I f ^l 

J (i ~\-aaqq)^ a (^i +- a a q a) ' *•' t -i-aaqq 

= .(i+.\aqq) -^ r-a A»g- *»?g- « ^- 
Hinc . ' 

/(l-f-aa^l)3 ~ 4(i+aa^9)4 + 8Tr+r;ali?)^" rS ^"S- t^ng. aq, 

ideoque 

— bhq^t-^^aaqq) ^ hb q ^ Shbq 

2^"~ a(i-H«fl^^)5 ^(l-+-a«^^)* i6(i-f-atf ^^) 

H-lllAng.tang-a^,, 

existentc 

— b 



X 



i' 

(1 -\-aaqq) 
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CAPUT n. 83 

«ade At 

9 

ita ut hoc modo aequatio iuter o: et ^ exhiberi poseit. Hoo au* 
texn integrale, ut supra Tidimus, tantum est particulare. 

Problema 96. 

769. Posito dympdx et dp — q^x ^ ai detur aequatio 
quaecunque inter «/, p et 7, ita ut variabilis x ipsa in ea desit; 
investigare aequationem integralem inter o? et ^. 

S 1 u 1 1 o. 

Cum sit </ — ^ et dxzz:~j erit (jfzz^j^; in aequatione 
ergo inter y, p et g ubique loco q substituatur iste valor ^^ ' 
atque habebitur aequatio differentialis primi gradus binas tantum va- 
riabiles p ct y involvens , cujus resolutionem per methodos supra ex- 
positas tentari oportet. Inventa autem aequatione integrali inter p 
et y, inde vel p per y, vel y per p definiatur, quo facilius altera 
integratio institui possit. Si y per p commodc dcfiniri queat, ut 
y aequetur functioni cuiplam ipsius p^ quae sit — P, ut sit j/irP, 
erit dxzzz—-^ hincque xz:izf~ziz^'+'f''T:^. Sin autem com- 
tnodius p per y definire liceat, ut sit pzzzY denotante Y functio- 
nem quampiam ipsius t/, ob dxZH'^^ habebitur xzzif^. At si 
neutrum succedat, novam variabilem u introducendo , pcr eam utra- 
que quantitas p et y definiatur, ut fiat pzzzV et yzzz^ ^ existenti- 
bus U et Y functionibus ipsius u, atque hinc erit 9ar — -^, etarz: 

/" 3 V 

y-^jj; hocque modo per duplicem integrationem integrale completum 
obtinebitur. 

Corollarium i. 

770. Hujusmodi ergo acquationum differentio-difrerentialium 

6 
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54 CAPUT n. 

jresolutio qiioque rerocatur ad aequatioqem differentialem primi gra^ 
dus, cujus resolutio si fuerit in potestate, simul illius integrale ex- 
hiberi poterit. 

C or oll ar inin 2. 

771. Si aequatio inter y^ p et q ita fiierit comparata, ut 
ex ea comraode valor ipsius q elici queat , hincque q aequetur func- 
tloni ipsarum y ti p^ quae sit T, erit pdpnzTdy, quae est ae- 
quatio difFerentialis primi gradus simplex. 

C r 1 la r iu m 3. 

772. Sin tutem hujusmodi evolutio non succedat, dum litte- 
ra q vel ad altiores potestates exsurgit, vel signis radicalibus invol- 
vitur, vel adeo transcendenter ingreditur, aequatio differentialis qui- 
dem erit primi gradus sed complicata, quae methodis supra expo- 
sitis erit tractanda. 

Scholion 1. 

773. Cum paucis casibus aeqiAationes differentiales primi gra- 
dus integrari queant, eosdem etiam hic notasse et per exempta ii* 
lustras&e juvabit. Interim vero et reliquos casus quasi solutos spec* 
tari convenit, quandoquidem in aequationibus differentialibus altiorum 
ordinum id potissimum desideratur ut earum resolutio ad ordinem 
inferiorem reducatur. Perpetuo enim in Analysi quae ordine trac- 
tationis praecedunt, tanquam penitus eonfecta spectari solent, etiam* 
8t plurimai adhuc desiderentur, ut hoc modo multitudo desideratorum 
^feninuatur. Ita qujamvis. loage ftdhuc absit, quominus aequationes 
algebraicas omnium ordinum resolvere valeamus, dum adeo vires 
nostrae non ultra quartum extenduntur, tamen in Analjsi sublimiori 
xmnium istarum aequationum resolutionem pro cognita . habemus. 

Qflod etiam usu non caset» cmn. in praxi resolutia per approxima* 
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tionem, quani quousque luberit, extendere licet, suflSeere poseit. SU 
miii modo etiam, quoniam methodum tradidimus, aequationum diffe* 
rentialium primi gradus integralia proxime inveniendi, merito totum 
negotium, ut plane confectum, est censendum, si eo resolutionem 
aequationum differentialium altiorum graduum reducere potuerimus. 
Qnare in hac secunda parte statim atque aequationem differentialeia 
secundi gradus ad primum gradum perdujcerimus , totum negotium 
pro confecto erit habendum. 

S c h o lion 2. 

774. Aequationes ergo differentio-difTerentiales, quae hocmo- 
do ad difTerentiales primi gradus reducuntur, ita sunt comparatae, 
ut posito 3y— /?3a7 et Bpzzr^y^a?, variabilis x ipsa inde tollatur, 
et aequatio inter solas ti^es variabiles y^ p et g oriatur. Casus er- 
go quibus talis aequatio resolutionem admittit, duplicis sunt generis, 
ad quorum prius referendi sunt ii, quibus q unicam obtinet dimen- 
sionem, unde q functioni cuipiam ipsaruiii y ti p aequari potest 
Cum igitur sit qzn^^zn/: Q/ ttp) quam ponamus zz:T, resolu* 
tio succedet. 1) Si T sit functio homogenea unius dimensionis ip** 
sarum y et p. 2) Si fuerit Tzn— ^, designantibus P ct Q func- 
tiones quascunque ipsius p tantum, hinc enim fit 

Pdy=:ypdp-]-Qpdpi 
quorsum etiam refertur casus, 

3) Si fuerit T — p'(Y p -f- Z) , si quidem Y ct Z sint functiones 
quaecunque ipsius y, quia tum aequatio 

dp = Ypdy-\-Ydy, 

ob unicam dimensionem ipsius p est integrabilis, quorsum etiamre" 
ferendns «st casua TzizpCCp-^Zp*). Pro altero genere st quan* 
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tkas q' plures Habeat dimensiones, vel signis radicTiIibasr sit impli- 
cata, vel adeo transcendenter ingrediatur, aequatio inter t/j />et^, 
resolutioiiem admittet, 1) Si posito qzizpu^ ut sit u~^, aequa- 
tio resultet homogenea inter y et /), in qua scilicet t/ tt p ubique 
eundem dimensionum numcnim compleant, utcunquc caeterum u in 
eam ingrediatur. 2) Si in aequatione post substitutionem qzi^Zpu 
iirter y^^ p tt u orta, ahera quantitas y vel p unicam obtineat di- 
mensionem. 3) Si posito yziiv^, pzrzz^'^^ et umf^ aequatio 
oriatur homogenea inter ternas quantitas v^ z ct t^ hujusmodi enin); 
aequationes supra resolrere dacuimus. 

Exemplum f. 

776. Posito elemento ^x constante^ si haheatur kaec ae- 
quatio differentio - differentialis 

ddy-hAdxdy-+'Bydx^z=z O^ 

ejus integrale completum invenire. 

Posito dyzzipd X et d p zz: qd o^^ aequatio nostra erit 
7--hA;i + B^=:0, seu pd p ^ Apdy -i-B yd yz: y 
quae cum sit homogenea, posito pzzLvy^ abit in 

vvydy -+'vyy'd,v-\-kv y^^dy + Bydyzzz Oy 

mnde fit 

i2 ^ '^^'^ — 

y ^ vv+Av + h • 

Sit v t; -I- A i; + B zn (i; -l^ a) (v -+- 13) r 
ut sit or 4- l^zrAet ajSizzB erit 

3> I adv ^_ ^dv ^ 

Uncque integrando 



P 



^U -i- i[±^l (P + d) -^ ^Uv ^ ^) zz: C 



seu: 
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CAPUT II. 37 

pr=i;y zra i;(i;-f- |3)*--^(t; -f-a)*- ^, 
Tum vero est 

^^^-f=^l-^7 unde oS 
i2:— -^^, erit 

^ — 9a; _^ 3d ^^ ^_v 

^^ — :i;i;-h-Av+B (a — P)Oy-Ha) («— P^C^u + P)' 

^=~q3'^-J-4-Const. 

Verum haec resolutio fit facilior sequenti modo; 

Cum sit 

:y — F+^iC^+P) " ^.^— (*^«)('«^+P)» ^^^^ 
^f +aa:rzr:^^ et y+^Da.= =^^, hinc 

^y+aa:~/a— /(t;+(3) et /y-f-lS^— '* ""^(^'-f"*^ 



Ergo 
tinde fit 



t;H-(3zi:jC-«« et t;-f-azzy «-P*, 

r 



ideoque mutatis constantibus 

quae integratia locum habet, si a et (^ sint quantitates reales et 
laaequales. Cum igitur posuerimus 

t;t;-^At;-)-B:i3(i;-|r.a)(z;-|-|3) erit 

az=:jA-h/(iAA — B) et p=z:|A — /qAA — B)^ 

6ine prout expressio |AA— *B fuerit vel positiyay vel negatiya» reE 
evanescens^ tres babebimus casus eyolvendos^ 
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1) Sit lAzm et /QAA — B)zz:n, erit aequationis proposU 
tae integrale coinpletum 

2) Sit iAnm et /qAA — B)z:n/— 1, ob 
«**^""'i:cos.na:-t-l/ — l.sin.no: et 
«"■'**^""'z:cos.72a: — )/ — l.sin./iar^ 

erit constantibus mutandis 

y z: c"" ^* (S cos. 71 a: -f- © sin. n a:) z: € ^""^* cos. (n « -H e). 

3) Sit |Arm et ^'(jAA — B)z:0, seu in casu primo nro, 
ob €"""*!: 1 — na? et c^^nl-f-no? fiet 

t/re-'»*^^:-^©^;). 

Corollarium 1. 

776. Ad aequationis ergo propositae integrale inveniendumy 
aequationis i;t;-+-Ai; -f-Bi:0 radices investigari oportet, quibus in- 
yentis facile erit inte^rale completum assignare. 

Corollarlum 2. 

777. Haec autem aequatio quadratica i;i;-i-At;-^-Bi:0 insi- 
gnem habet analogiam cum ipsa acquatione proposita 

ex qua quippe oritur scribendo 1, z;, t;^ loco y; ^ et -g^- 

CoroIIarium 3. 

778. Formata autem aequatione hac algebraica vv-^Av-^ 
BrO, si ejus factor sit t/H-a, ex eo statim integrale particulare 
deducitur yz5(e""**, similiterque alter factor v^^ integrale partt* 
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CAPUT IL 89 

culare dabit yrSB^'^^*, qidbus conjunctis obtinctur mtegralc com- 
pletum y=5tc^**-^Sc""P*. 

S c h o 1 i o n. 

779. Infra mcthodus facilior tradetur hujuamodi aequationes 
differentio-differcntiales tractandi, quae adeo ad talem formam 

patet,. ubi P et Q sint functiones quaecunque ipsius x^ quae ctiaro 
cxtendetur ad formam 

ddy-^Pdydx-^Qydx^-Xdx^, 

sumendo pro X functionem quamcunque ipsius x. Methodus scili* 
cet ea inde haurietur, quod ia hujusmodi aequationlbus variabilis y 
cum suis differentialibus dy ct ddy ubique unicam dimensionem 
conscituat tcI ctiam nullam, ejusque ope resolutio ad aequationem 
differentialem prinu gradus reducetur, quo ipso negotium pro con- 
fecto erit habendum. Quando autem hoc modo aequatio diiferen-^ 
tio-differentialis ad aequationem diffarcntialem primi gradus reduci* 
tur, probe cavendum cst, ne haec reductio pro integratione habea-^ 
tur, quippe ad quam tantum ope idoneae aubstitutionis est perven* 
tum; nihilo cnim minus duae adhuc integrationes supersunt absol- 
vendae, quibus totidem constantes arbitrariae introducantur, si qwi- 
dem integrale completum desideretur, quemadmodum in hoc exem* 
plo et praccedentibus clare videmus. 

£xemplum2'. 

780. Proposita aequaiione differenUo-^fferentiali 
abddy^zdxy/^yydx^-^aady^)^ 

ejus integrale investigare. 

Posito dy^pdx et dpzigdx^ haec aequatio abit in hanc 
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abg-j:/(i/y-i-aapp)-'-^±, ob ^-*-^> 
quae cum sit homogenea ponatur /»— — , erit 

uu^dyy^aa-huu^-abudy — abydu^ unde fit 

d y _ ahdu 

y ~^ abu — uu /(aa + w ti)* 

Ponatur )/(aaH-MM)=:^w, erit Mwr-^-j 

— — — ^^^ et ^ — — ^^3^ ^ — r3^ 
tt"^^5 — i' ^' ""&SS — as — b -^ s5 — ans — 



9 

s 



posito y z: 2 *n. Ergo 

aa:y/(nn^-i) -- ay Cn + /(nn+0] , 9^ [n — '•(nn-H 0] 

jy 5^n— >^(nn-+.i) "+" ,_ a^-./Qnn-H ' 

i^coque 

• Patur igitur y per *, ut sit y—S, hincque 

u =^ 7(77=7)^ «t A' = '-^^^, atque ^^^ 

^^ = r?(w-o' *'^'' ^^ = (.,-,n.-oV(..-.v 

quae formula ad rationalitatem peiduci et per logarithmos seu ar- 
cu$ circulares integrare potest^ 

Exemplum 3- 

781. Poslto dy=.pd X et dp =zgdx, invenire integrale 
hujus aeguationis (^l±0^tM^) ^ ^ y. 

Cum sit gzrz^^, erit 

dyQypA-yy^y^Cpp+yy^zn^nppydy-j-ny^dy^ftyypdp, 
ob cujus horaogeneitatem ponatur pzzLuy^ fietque 

y^dyOiu +- D^i: ^nuuy^dy-^ny^dy-nn^y^dy-nuy^^u 
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unde colligitur 

y ' (ttti-4-ljy(tttt-4-j) — ntttt— » ' {tt ttrf- [»— V(« i*-+*l)l * 

ct ^ per u definitur; ex quo erit p — uy, et 

5 j. — ^2 n^tt ^^ 

uy inu^x^ln^Viuw^i)} 

Casu quo nziz i erit 

9> — tt9tt — 9tt ti -4-y(tttt-^i)} . 

> — (ttti-HOLv^rtttt-Hj)-!] — tt(tttt-HO • 

^ ^ — ttttttttt-f^ • •'^^^ ^^^^ 

/9tt , 7 ^ /• 9tt » A A 
tt(tttt-M) — V(tttt-HO' /.tt^(tttt+0 ^~ IT "•-'^"S- *^"2- " > 
/ du ^(uu-hi^ — i r 9tt •(tttt4-i) . 

«•(tttt+o — u ^ y tttty(tttt+ij — "^ K ' 

«nde coUigitur 

y-^Vluu^i)^! — ^<^>-r >/^tttt-f-i)_.^ ^^ 

o: zz: D -l^ L ±T^(uu + ^ Ang, tang, u. 
Inde cst 

ideoque 

quae formulae introducendo angulum (J), cujus cosinus est ^^^^, ita 
commodius «xhibeniur 

y = r=:^ « a:z=:4'-4-(|) + cot.i0. 
C o ro 1 1 a r i um 1. 

7 82* £x aequatione separata primum inventa solutio parti- 
cularis erultur, tribuendo ipsi u ejusmodi ralorem constantem, ut 

6 
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denominator erancscat, qui est w zz: }/ (nn — f>; hinc p HII 
y/Cnn^i) et dxy/{nn— l)z=:^, unde fit 

/j/ — /a'4-a?)/(nn — 1). 

C o r o 1 1 a r iunr 2. 

78 3. Casu quo nzzzi^ hic casus particulans praebet yna, 
pro ralore quocunque alterius yariabilis; fit enim uzziO, ideoque 
et p ziz j ita ut ex aequatione^ d y zzzpd x quantitas x non de- 
terminetur. 

S c h o l i o n. 

784. Si j/ designet radium vectorem ex puncto fixo ad cur- 
vam quampiam ductum, et x angulum, quamr iste radius cumrects 
quadam positione data constituit, formula 

(PP-¥-yy)y^(pp + yyy 
' ^PP-hyy — qy 

exprimit hujus curvae radium curvedinij?. In exemplo ergo propo- 
sito ejusmodi quaeritur curva, cujus radius curvcdinis aequetur ipSi 
ny, cui quaestioni casu nzz: 1 utique satisfacit valor j/ zn a, qui 
praebet circulum , qui etiam ex aequatione .integrali colligitur y ni: 
J^(u ^^•'X^i ^ sumendo constantem C nihilo aequalera, tum enim ne- 
cesse est sit m izi ei p zz: , sicque angulus x non detenninatur. 
Praeter circulum autem infinitae aliae lineae curvae satisfaciunt. At 
si n ^ 1 , solutio particularis l y zzil a -^x y^ (nn — 1) praebct 
spiralem logarithmicara , praeter quam autem etiam infinitae aliae 
curvae satisfaciunt; casibus autem n <^ 1 nalla hujusmodi sohitio 
particularis locum habet, sed formulas pro ~ et d x inventas re- 
vera integrari oportet. 

Exemplum 4, 
7S5. Posito d yzzzpd X et dpzzzqdx^ invenire relatio- 

nem inter x et t/, ut fiat M±l.y^Jn:hyy\ ^ a. • 
^ »/ '^PP^^^yy^qy ^^ 
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Cttin sit qr — ^, ponatur p p -{- y y :=zzz, ob pdpzzqdy 
erJt qdy-\-ydy — zdzy seu q -\-y — ^-^, Aequatlo auten» 



proposita induit hanc formam 

_ /i ii\ — n. O. -7. '7. .^ 



z^z=:a(2zz — yy — q y-) "zz. a C2 z z — ^J?, seu 



unde fit 

dy «9»__^eu ii^ — ^-l--i»-, 

quare intcgrando coUigitur 

^ «^ aa — »» rr* -» aa— z . aa — s 

At eat zzn^^^, ergo 
Hlnc jgitur oritur 

3^ fC-4-vy) ^^ 

sit y y znu^ erit 

-) (c + i43tt ^ •< 

aity [^aaii — (C-|-tt;-^j' 

Hacc aequatio tractabilior redditur ponendo 

w:zi2aa — C-4-2a cos. <PY (jcia — C>, 
fil enim 

-N , — fl30rg-hcoy«(py(aa — C)] 

^ aaa — CH-aacos,(J)>^(aa — C)> ^^^ 

2^0:^:: — acb £^^ ,, 

^ a aa — C+^acoj.(py(aci — C) 

quae integrata dat 

posito m = l£l^i=^, „ta, 
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tocque sry=Ll£il+i^, 
unde fit 

C08. = y.y[.-t-/(t--mm)3-»«« ^^ 
n-^cos.^ y y [i~|^-/(i — mm)] — a g a Q «— mm) 

Corollariuni i. 
786. Cum sit ^2/— - Vy(i-mm) > ^^^^ 

81 ponatur 6=:-^^ ^;; -y unde fit 

hincque 

2 « = < _ cp - A»g. 0«,. '.ii±||!±M, „„ 

» « = < - (p - Ang. sm. ("-»^»j" ;i» ■ 

Corollarrum 2* 

787» Si ut 8upra radiu» vector y cum angulo ocr refcratur 
ad lineam curvam^ hanc curvam circufum ess^ oportet radio zn a 
descriptum. Fit autem ^ a?— j|^fi^'^; sumtoj/j/:zaa+66^ 
2 a 6 cos. (^y hincque 

x = < + Ang.tang.j^i^, 
cujus applicatio* ad Geometriam rem facit perspicuam» 

Exemplum 5. 

78 8. Sumto etemento 9 a? constante^ si proponafur haec 
aequatio ddyiydy-^^dx^zidyQx^-^dy^)^ ejus integrale invenire. 
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PosUa d y:=zpdx et dp:=2q d x habebimuff 
q(py-ha)z=zpa -hPPy» et oq qzd^* 
dp(pv-i^a>zr.dy(.l -{-pp^f. sive 

«{aae inte^ata dat 

ita ut ar et ^ per eandem yariabilem p ^xprhnanturr ^ constant 
b sumatur =:&, obtinetur integrale particrulare 

yzizap et x rzia //7+ c~ aZ^ ^- c, 

iCtt \n exponentialibua yznc^-^. Sin autem sumatur bziza^ ob 
P-F/d ^PP^—i cl piz:2^^=^^ erit 
ariz: a/3^^— -f-c seu yj/n;aa -f- cV^-*. 

Kxemplum 6. 

759- Sumta dx constante^ hujus aequationis differentUh- 
differentialh 

dy^--yddy=inyOx^dy^-^aaddy^)r 
integrale invenire^ 

Posito dy mpd X et d^pznqd x^ erit 

PP — <JU—nV(PP -t-««^7)> 
quae facto qznLpu, ut eit ^^zizpu ideoque dpzizudyr abit ia 

p p — p uyziznp ylt -4^ aauu) seu 
A^ — M y rz: n y' (1 -f- a a u u). 
Jam quia d pzzudy differentieiur haee aequatio^ prodibitque 

binc yel duza vel y:2 ^^ZZluy 
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1) Casu du-0 fit wra, p^ay-^^t «t ^sczi—-^-, 
hlno aa;~/(a^-4-^)-+-C. 

2) Si U^^^^zTi—^ N> errt 

^ r (i + a auti)' 

hincque 

. ^^-^- i^^aauu " ^::— ^Ang.tang.aMl^C, 
Tcl ol) ^^ an^n.aa—yyy «^^^«^^10 inter 07 ct y quacsita crit 
^-?^=Ang,tang,p^ ^^^^_^^^ =Ang.8in.^, 

nnde fit yzinasin.-^—. Haec autem rclatio tantum pro intcgrali 
particulari cst habcnda. 
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D E 

AEQUATIONIBUS DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIBUS HOMO- 
GENEIS, ET QUAE AD EAM FORMAM REDUCI POSSUNT. 

Pr o b 1 em a 97^ 

790. 
Aequationura difrerentio-difr^rentiallum horaogenearum 'naturara expli» 
care, atque ad formara finitam ponendo dy:zpdx et dpziqd^ ac- 
corafmodare.r 

5 I u 1 1 o. 

5urato eleraeitto doc constante, aequatio difFerentio-differentialis 
■rulgari niodo expressa- dicirur homogenea, si non solum ipsis varia- 
bilibus X ti t/y sed etiam carura difFerentialibus ^x et dy^ itera* 
que ipsi ddy^ singuRs unara dimensionem tribucndo, omnes aequa^ 
tionis termini eundem dimensionum numerum contineant, veluti in 
hac aequatrone 

X X ^d y + X d x^ -^ y d^y^ ziz y 

ubi in singulis terminis ternae insunt dimensiones, Qjiodsi ergo po- 
naraus ^znp, ac g--~y^n:9^, littera p nullam dimensionera, 
Httera vero q unam diraensionera negativara continere erit censen-^ 
da. Hinc aequatio ditrerentio-difTerentialis ad forraara bic receptara 
reducta, ut nonnisi quantitates finitas x^ y^ p ti q contineat, erit 
horaogenea, si lilteris x et y unara diraensionera tribuendo, litterae 
p vero nuUam, at litterae q unara diraensionem negativam, in sin- 
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gulis aequationis tcrminis idem oriatur dimensionum numerus. Ticis- 
aim ergo quoties hacc proprietas in aequationc inter quaternas quan- 
titates x^ y^ p tt q proposita deprehenditur , ^a aequatio erit !io- 
mogenea ct forma vulgari «xpressa manifesto homogencitatem prae 
se feret» 

Corollarium 1. 

791. Si «crgo in aequatione tali homogenea inter x^ y. p 
ct q statuatur yzizux et ^ — — , omnes termini eandem potesta- 
iem ipsius x continebunt, qua ergo per divisionem ^ublata, aequa- 
tXQ prodibit tres tantum variabiles a, v ct p involvens. 

Corollarium 2« 

792. Criterium igitur aequationis homogeneae inter quatuor 
quantitates Xy y, p et q propositae in hoc consistit, ut posito 
y ~ux et q ziz—y quantitas x prorsus ex calculo cxterminetun 

Corollari um 3. 

793. Facta itaque hac substiuitione, qua obtinetur aequatio 
inter ternas quantitates w, i; et p, ex ea pro lubitu vel p per a 
et i;, vel i; per u et ^, vel w per v et p definiri poterit. 

S c h o I i o n. 

794. Simili modo ideam homogeneitatis in aequationibus dif- 
ferentio-differentialibus constituimus , quo in aequationibus differentia- 
libus primi gradus sumus usi. In his quidem, cum diiferentialia 
sponte eundem dimensionum numerum constituere dcbeant, homoge- 
neitas ex solis ipsis variabiiibus x ct y dijudicatur. At in aequa- 
tionibus differentio - differcntialibus praeter ipsas variabiles x et y 
etiam litterae q ratio in computo dimensionum haberi debet, ita ta- 
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mcn ut ipsi una dlmcnsio negativa sit tribucnda; littera autem p 
in hunc coraputura plane non ingreditur, quae ergo utcunque ae* 
quationi iraplicetur, horaogeneitatcm non turbat» Pluriraum autem 
interest probe nosse indolcm differentio - difFerentialium aequationum 
homogenearum, cum earum resolutio ad re$olutionem acquationum 
•differentialium prirai gradus reduci possit, ita ut si haec successerit, 
etiam ipsarum aequationura differentio-differentialium integratio ha- 
beatur, id quod in sequenti problemate luculentius ostenderaus. 

Pr o b I e m a 98. 

79 5. Proposita aequatione difterentio-differentiali homogenea, 
ejus resolutionem ad integrationem aequationis differentialis primi 
gradus reducere. 

S I u ti o. 

Reducta aequatione poncndo d yznpd cc et dp — qd ^ ad 
formam hic receptam, ut habeatur aequatio inter quatuor quantita- 
tes finitas x^ y^ p tt q^ ponatur yzzLUx et 7 — —, ac cum ae* 
quatio sit homogenea, hoc modo quantitas x penitus ex calculo eli- 
detur, ita ut proditura sit aequatio inter ternas quantitates w, 1; et 
p, ex qua unam per binas reliquas definire liceat, Nunc igitur cum 
sit dy — pdoc^ erit udx-^x^duzrzp^Xy hincque ^rin^^^. De- ' 

inde ob d p ~qd x^ erit dp nz^^-^, ideoque -~^— --, ex quo 
duplici ipsius -^- valore colHgitur —^zzz—j sevivduz:pdp — udp. 
Quodsi ergo ex illa aequatione quantitas v definiatur per binas p 
et M, habebitur aequatio differentialis primi gradus inter binas va- 
riabiles p et m, cujus integratio si fuerit in potestate, ut p per u 
innotescat, aequatio -^ziz ;r^y in qua variabiles a: ct m sunt se- 
paratae, integretur, sicque x per u definictur; unde fit yzziux; 
seu statira in hoc integrali loco u scribatur -^, et habebitur aequa- 
tio inter x tt y quaesita. 

7 
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Coroliarium 1. 

796. Totum ergo negotium reducitur ad integrationem hujus 
aequauonis differentialis simplicis v d uzizp d P — udp^ quae sl 
ope regularum supra traditarum expediri qaeat| simul aequationis 
differcntio^differentialis integratio habetur. 

Corollarinm 2. 

79 7. Simul autem patet resoUuionem hujusmodi aequationum 
duplicem ihtegrationem requirere, unde duae quantitates arbitrariae 
constantes ingredicntur, quibus integrale completum constituitun 

Corollarium 3. 

79 8. Etiamsi autem integratio v ^ u nzpd p — ud p" noir 
aucccdat, tamen Ingens lucrum est rem eo perduxisse, cum supra 
methodus generalis sit tradita integralia ommum aequationum diffe^ 
rcntialium primi gradus proxime assignandi» 

S c h li o n^ 

79 9. Operae igitur pretium erit eos^casus perpendere, qui-' 
bus aequatio vd u:zzpd p — u^p integrationem admittit; quamo* 
brem examinemus, qualis functio v debeat esse ipsarum p et u, ut 
hoc eveniat. Primum autem patet hoc fieri, «i v fuerit functio ho* 
mogenea unius dimcnsionis ipsarum ^ et u, quoniam tum ipsa haec 
aequatio fit homogenea ac per regulas supra expositas ad integi*a- 
tionem perduci potest. Deinde etiam integratio succedit si fuerit v 
functio quaecunque ipsius p^ quoniam tum altera variabilis u unam 
dimensiunem non superat, et aequationis du-^- — - zizt — S integra- 
le est ^p 

e^ V u—j L — !• 

V 
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Tcrtio integrationcm absolvere licebit, si v fuerit Ainctio quaecunque 
quantitatJS p — u. Posito enim p—uzziSj ut sit v functio ipsius 
Sj oh p — s -^ u j nostra aequatio crit vdl^^^sds-^s^u^ 
ideoque d uziz~^^ et u :iizf ^_^^ ^ quae integratio adeo ad for- 
mulas simplices est referenda. Quarto manente s :ziz p * — m, si P, 
Q, R denolent functiones quaspunque ipsius^, aequatio nostra vSazi 

p^ 

sd s -^ sd u tractari poterit, si fuerit v ziz s H , tum 

Qm-4-Ru" 

enira fit Fdu — Quds'-{-Ru^ds. Quinto etiam patet, si de- 
notantibus V et U functiones quascunque ipsius u, fuerit 2; nz j -}- 
V 5 5-4-^5^, Integrationem quoque fore in potestate, fit enim ae- 
quatio nostra Y s d u -|- U ^** ■ d u zz: d S. Atque in ^cnere si ae- 
quatio differentialis d szzzZd u fuerit integrabilis, existente Z func» 
tione binarum variabilium s et m , cum nostra aequatio sit s d s rz: 
(v — s)d u, habebiraus v z:z s ^Z s pro omnibus casibts integra* 
ctionera adraittentibus. 

Exeraplural. 

80 0. Sumto elemento d oc constante, si proponatur haec 
aequatio x x d d y ^^ ^ d ^ d y -^ ^U^ ^^\ V^ integrale invenire. 

Posito d yzzzp d X ct d pzzzgd x^ erit q x xzzzp x -^ ny^ 
unde facto yzzzux^ prodit q x zzz p -^ n uzzz v^ ita ut v sit 
functio unius diraensionis ipsarura p et m, et aequatio nostra 
(p-h nu)duzzzpd p^-ud p fiat homogeuea. Cura ergo sit n w 3 m -f- 
pdu-hudp zzzp ^p^ erit integrando 

C-+-nMM-f-2pu— ^;>et 

pzzzu •'\^y/[C -f- (n -f- i) uu]. 

Habebimus ergo — — yjcT^ir^flJir^^ <1"*^® denm integrata dat 
'* — TfT-R' b ^» **** 
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limcque 

j)2^2/(«-hi) _ 2 Da^(^-^0 w/(/H- DzznC: 

Sit D— //(nH^ 1) et C — flf («+ 1) 
ut habeatur 

j^a:^V(nr^i) — 2'/x^('^'^'^ wmg, cxistctate u=-f- 

' Casu quo u rz — 1 , ob -- zn ^— , erit a / -^ rzr m zr -^ , ideo* 
que yzizaxl^. At si n + i sit numerus negativus integratio 
etiam angulos implicabit. 

Corollarium 1. 

801. Si sit nrrO, hujus acquationis xxddyzzzx^xdy 
integralc completum erit ^a?^ — ^/yzzzg^ qui casus per sc cit 
perspicuus. Cum ex -^ — -^ fluat 

\^=l/x et 2 2/ =/07 0:— ^- 

C o r 1 1 a r i u m 2. 

8021 Si sit niz: 3 , aequationis a?o:3Dyzz:ar3a?3y-4- 
Z yd x^ integralum completum est ffx^ — 2/x y :^g* Idem 
cvenit si loco /(n^-l) scribatur — 2, fit enim 

utraquc rcdit ad y = |- -i- p o:^. 

Exemplum 2. 

803. Sumto elemento dx constante^ si proponatur haec 
aequatio ^\^ ^ zizy/ (^m x xd y^ -^n y yd x^) ^ ejus integraU 
completum^ mvefiire. 
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Ob dy = pdx et dp — qdx, habebimus qxx:^ 
■/ (m p p X X "{- n y y) , quac posito y ~ux abit in 

q xzip/ (jii pp-^-nuuy-Vyobg — —' 

Quia ergo est — — — ~ -^, erit 

quae est aequatio homogenea. Ponatur ergo pzizsu, et m-odit 

duy/ (mss -jr n) — {s — i) {s d u ^ u^d s)\ 
hincque 

du ' (s — i)5^ 

11 ""^ y (m s s H- n) — ss -^'$ * 

- ex qua fit 

3 X _^ 3tt ^s 

"^ , (s--i}u •/ (m s s + n) — . 5 5 HrT * 

unde tam u—z^ quam a? pcr eandem varlabilem ^ determinatur. 

Exe m p 1 um 3. 

80 4. Sumto elemento dx constante^ si proponatur haec 
aequatio nx^ddy^iyci^—ocdy)^^ ejus integrale invenire. 

Posito dyzipdx et dpziqdx^ crit nx^qzKy-pxYzinxxn 
ob qziz—. Si jam statuatur ylzux ^ fiet 

nv—iu-p)^ et ii^zz/JL — L^~ «i^ 

unde habetur ndp:zpdu — udu: quae facto p — ur^, abit in 
/zdw-^-nD^n^^M seu duz:-^^^ binc u^nZ^— • Tum vcro ob 
p — u — J , erit 

X —-T^TiT^) ^^ ^^^^-jr^ ideoque 
Cum ergo sit 
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C o r o 1 1 a r i u m. 

805. Aequatio nx^qzzzQ/ — pxy facilius resolvitur, ponen- 
do y — px^ZlZj unde fit — xdpzzd^l quare ob qdx:zdpj erit 

nx^dpzzzizzdxzzz-^nxxdz^ 

ideoque 

"r — seu zzz — — ., crgo 

de a % ax y — px^ ^ 

nax ydx — xdy 

Quarc 

ydx — xdy , n ad» . 
XX X (x — a) 

~ zn n / -^ -+- C ut ante. 

E X e m p 1 um 4. 

8 6. Sumto dx constante^ si proponatur haec aequatio 
(dx^-^dy')y{dx^-^dy')z=ndxddyy^(xx^yy), 
integrale invenire. 

Posito dyzzpdx ct dpzzqdx, aequatio proposita 
hanc induit formam 

(1 -hpp)V(i -hpp)z=znqy(xx -^yy), 
quac facto y zzz u x et q zzzz— transit in hanc 

' ' X 

Cum igitur sit l^ — r^ = ?-^, ob 

3 

(* H-P^jy 9M = nO — u)dp}/{i -huu) 
cujus resolutio non sponte patet. Calculum autem ad angulos rc- 
Tocando, sit p — tang. et u — tang. co, erit 
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/ (t -H;,p) =^., / (1 -+. u u) = ^-jl^, ct: 

I a ci)_ ^ nsin.(<P — ci)) f 90 j^^ 

COS. $3 • COS. CJ^ "~ COS.CpCOS. (i> * C05.W • co5,cp* 

d<^:znd<P sin. (0 — w) c: 3 — (d (p — 9 w) crgo* 

;\ /K 9<P — ^^^ .. 

^4^ 1— ll5Z/l.((p— tu) 

Posito ergo (J) — w =: vly' , erit 

T^ «^ I — ns/a. y i — nszix. y t» 

hinc oh pz: tang. (J) , et u — tang. o) , obtinetur 

^ « d u cos. CP cos. u) 3 cj cos, Cp n3\t/coy;(p ^^ 

"ac sin. >|/ *" sin. >j/ co5. co "• co5. (u (i — a sia* ^J^J^ 

Casu n - 1 , fit 

^v /K 9^ — S^ (i -hsfn. S^)^ 

C^4^ i_5/n. %(/ co5.vi/^~ ' 

(I) = tang.vl.+-I^ = i±li5 

. 9 X 9 $ cos.cp 9 (p cpy. ^ 

X C05. ci) ""^ C05. <p C05 >|/ -)- sin. cp s/n. \p.' 

Cum autem sit (p — azzz-/ 1-^7^^, erit 

d X 9$^05^( p [(Cp — «v-hn ^ 

x* a(Cp— a)cw. Cp-h(Cp — a;»5in.(p'— sin.CjX ' 

Corollarium 3. 



8 T. Si casu n= 1 sumatur constans a iufinita^, erit sin vpc 1,- 
hinc vjyiiQO^ et aj-(I)— 9 0^, tura vero ^j? — ^ cp cos^cp jj^^ ^^. 
:ci:a sin. (]), ct m::;— cot.(p, crgo yz:— acos*(I), ^^ xx-hyyzzadi 
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CorollaiMum 2. 

80 8. Eodem autem casu nz: 1 , quo constans a non sumitur 
infinita , fractionis, cui — aequatur, nuraerator coramode est differen* 
tialc denominatoris ; unde fit 

x-a [((}) — a)^ sin. — sin. 0-4- 2(CP — a) cos. (p)]. 
Tum vero est 

co = Cp — Ang. tang. ^^^^^ , 

ideoque 

^ ftf(t — a)gm. CP— ((^ — q)* cQy.Cp-i-ro?,(p , 

■^ (Cp — a/sifi. Cp — siii.Cp4-a(<p — ajco5.(|>' 

consequenter 

j/:::_a[((p— .a)^cos.0— cos.Cj)— .2(C[)— a)8in.(I)] ct 
/ (a; o: -4- y y) izi [(Cp — a)^ 4- 1]. 

S ch o 1 i o n 1. 

8 9. In genere etiam integrationem absolvere licet. Cum 
enim sit 

a(b — > ^^ , et ^ — "i^^^, erit 

iinde posito 

(Cl) + a)/(l-nn)=:d, erit cos. r f£^;j; ; 
hincque 

sm. v|y = j:ir^,^ et cos. v^ ^ x-.ncos./ ' 
At ob w — C|) — vjy, habebitur 

dx nB<^c os,(^ (i — n cos.H) 

aT "~ co5.cpsin.^y(i— -n7.)-f-5in.(p(n-- coTT?) 
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Jam cum sit 9^n:9Cj5}/(l — nri)^ differentiale hujus denomina* 
toris est 

— 9(J)sin.(I) sin.$"j/(l — nn) -4-9Cj)cos.Cl>cos.0 (1 — nri) 
^ndCP cos. CP — 5 CP cos. (J) cos. j^ h-D Cj) sin. Cf) sin. )/ ( 1 — n n), 

quod redit ad n5(J)cos. C|)(l — ncos. ^) ipsum scilicet numeratorenr. 
Ita ui sit 

a: — a [cos. Cf) sin ^ |/ ( 1 — n n) -f- sin, Cj) (n — cos. ^)] 
•seu ^iizacos.<i}(l — ncos. 0), ideoque 

y ziz u^ zn a sin. co (1 — 7i cos ^). 
Assumto ergo angulo ^, quaeratur angulus \p, ut sit 

tum vero Bat 

eritque intcgrale completum 

a: — a (1 — hcos.^) cos. 0) «t ynia^l — ncos. ^) sin. w. 

S c h o 1 i on 2. 

810. At si numcrus n sit unitate major, haec integratio 
fit ima inaria, quod incommodum ut toUatur, notandum est, aequa- 
tionis 3C|)=i— ^^^ integrale esse 

/K i_ ^ » 7 y C^ — i) (i H" sin , xp ) ~f,y (n H- - »'" • ^) , 

W^ "T- « y (nn-i) V (/i - ,) ( I H- sia..v|;) — •/ (n _ ij (i- m. x|/; 

Quare si ponatur (Cp -h a) ]/(n n — 1) zz: ^, ut sit 

aai=acp/(nn— 1) ct tj}—<p—\l^=yj~—^-a-\l^, 

erit 

f*H- 1 _ /(n--l)(l+ sin.\jy) (n— 1) (1 ~f-sin.vp) ^ 

e^— t / (n-f-.l) (1 — sin.vjy) cos. vp/^nn^ — 1) ' ' 

8 
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iinde reperitur 

ita ut ex angulo Q definiantur anguli v|y, C|) et w. Cuni jara sit 
3 a: n 5.(|) cos. (f) (/z e^ -t- 2 h- n c*" ^) 



07 cos.C|)(e^ — e-^)y (nn — l) + sin.(J)(e^-i- 2 w + ^-^) ^' 

ubi iterura commode cvenit, ut numerator sit ipsum diffcrentiale de^ 
nominatorisy quemadraodum diflfercntiationcra iastituenti mox patebit^ 
Hinc ergo erit 

a?ra[cos. (|)(6^ — e"~^))/(n/i— f^H^sin.^P^e^^-^-n-f-fi""^)] seu: 

a7:iacos.co(ne^-i-2-hne'**), et ob ui:~ zitang. a:t fit 

yr:asin.a)(nd^-f« 2 -^ne^^). 

Quocirca cx angula ^ primo quaeratur angulus \|>r, rut sit 

. • e^-f-^n+e-* , (c^~e-^)/(nn- t) 

sin. vp — /^ ^ —. et cos. vt/iz:— -t- ^— -J, 

nc^-f-2-f-ne--* ^ ne^H~2-Hne~^ ' 

quo invento eaplatur angulus o) =z : ^.^_. — a — v[/ , ac formu*. 
lac illae pro a; ct y inventae dabunt integrale complctum ©b diia&^ 
constantes a et a introductas. 

S c h r i n 3.. 

81t. Cum hie praecipna pars integratronis fortuita successis- 
se videatur, operac praetium erit in ejus cau^ara inquirere, num. 
forte ratio integrandi clarius perspLci q^ieat. Cura igitur sit 

(P = vp + aiet9d) — ^.—rr 

hincque 

d,. n^^J/ sin. x|> -\ /K • » 
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aequatio 

~— J^ ^ ^ , obcos.Cpncos.vpcos.co - sm.vpsin.w, 
in hanc resolvitur 

^:=n9(I)cos.vI/ — !L?^"'^- ^^^^^-^ , 

* ^ ^ cos. w ' 

«quae ob 

induit hanc formara integrabilcm 

dx n3x|/cos.>j/ 9ci)sz'n. co 

ix~ 1 — nsin. \|/ cos.w 

cx qua clicitur 

^— ,.^n5/n.>p ^^IHT^^r^» ob y-.wa7=a?tang.(d. 

En ergo in genere aequationis nostrae hanc integrationem. Anguli 
0» et >^ hanc inrter se teneant relationeniy ut sit 

a_ ndyifsin.y^f 
W— 1 — nsin.yif ' 

tum vero erit 

• , ccoy, w . ^ ^ csin,(M 

X . — r et t/ zm . r • 

I — nsin,>^ ^ I — nszn. y 

Quodsi ergo ponamus Y (x x -^--y y^zzz^ ut sk 
a7i:z eos co et y n: z sin. oo , erit 

S^ — fcz:^. At fit 

^ (g — g) ^ g 

»7[nng»— (»— a)*] 

unde angulus o) per z definitur. Ad irrationalitatem tollendam, ai 
ponamus 

y\nn^z — (« — a)^\ — s (jnz-\-z — a), fit 
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-V 2 3^ a ^ y 

quae integratio cst manifesta* 

P r o b I e m a 99. 

812. Si aequatio difFerentio-difFerentialis tum deraum fiat ho- 
mogenea, si alteri variabili y tribuantur n dimensiones, ejus inte- 
grationem ad aequationem difFerentialem primi gradus reducere. 

S 1 u t i 0. 

Posito '^-yzzLp^ X ft^p zinqTi Xy ut oriatur aequatio inter 
quaternas quantitates finitas .r, y^ p tt q ^ quae quomodo ratione 
homogeneitatis futura sit comparata^ videamus. Primo ergo cum 
pro X unam dlmensionem numerando,. variabilis y habeat n dimen- 
siones, quantitati p ~ ^ tribuendae sunt n — 1 dimensiones, quan- 
titati qzn^^ vera n — »2 dimensione?. Quocirca ponamus 

y—2x^u, pzizx^'^^ ty et q zizx^'^^ Vy 
et ob d yzz: pd X et ^p ziz qdxj, hahebimua 

xdu-^fiudxzzLtdx et xd t -i- (n—t) td^ xziv ^ x ^ 
unde coHigimu,*^ 

dx du df 

ideoque 

du[v — (n — i^t\^iid t (t — nu). 

At factis superioribus substitutionibus in aequatione inter x^ y^ p 
et <7, per hj^pothesin variabilis x cx calculo extruditur, ita ut pro- 
deat aequatio inter tres tantum variabiles u, t ct v, ex qua litte- 
ram v per binas t et u definire licebit.. Quo valore substituto ha- 
bebitur acquatio difFerentialis primi gradus inter binas; variabilea u 
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ct tf ex qua t per u determinari queat; ope aequationis —^f—- 

y 

definietur x per w, hincquc ob u m — obtinebitur aequatio inte- 
gralis inter x ti y^ eaque ob duplicem integratlonem complcta. 

Corollariura 1. 

813. Aequationura ergo intcr x^ y^ p et q hoc modo trac- 
tabilium hoc est criterium, ut posito yzizx^ii^ p ziz x^"^^ t et qzz 
x^^^^Vj exponens n ejusmodi determinatlonem patiatur, ut variabi- 
lis X prorsus ex calculo per divisionem egrediatur. 

C o r o 1 1 a r i um 2» 

814. Si sit nrrO, aequatio ita est comparata^ ut tribuendo 
ipsi y ejusque differentialibus nullam dimensionem fiat homogenea. 
Hoc scilicet casu sola variabilis x cum suis diffferentialibus dimen- 
siones. constituere censetur.. 

Coroltarium 3. 

815. Contra vcro si dimensiones ex sola variabili y aesti- 
mentur, ita ut ea cum suis difFerentialibus () y ct ddy ubique cun- 
dem dimensionum numerum constituat^ exponens n fiet infinitus. 

S c h 1 i o n. 

816. Si sola variabilis x cum suis difFerentialibus ubiciuc 
eundem dimensionum numerum complet, ob nzzO fit uziy ^ ct in 
aequatione inter rr, y^ p et q statui conveniet p — — ct ^ — ^- 
quo facto variabilis x ex calculo dcturbabitur, prodibitque aequatio 
inter y^ t et Vy cwjus ope acquatio difFerentialis d y (v -^- t^irtdt 
ad duas tantum variabiles reducetur, qua resoluta erit - * zn ^ > 
ubi cum t detur per y, integratro nullam habct difficultatem. Vc- 
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rum altero cmvl^ que variabills y sola cum suis ^iiferentialibud pa* 
res ubique dimensiones habet, ideoque exponens n infinitus capi dc-* 
beret, resoUitio aiio modo institui debet, quem mox docebimus, ni- 
si forte permutando variabiles x et y casum ad praecedentcm re- 
duccre lubuerit. 

Exemplum i« 

817- Sumto elemento dx constarite^ si propondtur haec 
aequatio xxddyzzotydx^ --i-^xdxdyy ejus integrale invenire. 

Perpendatur hic ista conditio, qua sola variabilis x cum suo 
differentiali dx ubique duas constituit dimensiones, eritque nznO. 
Cum ergo posito dy:zpdx et d p:iz:g d x^ habeamus q x x ziz 
ay -i-^px, statuamus P=^ et ^r — ^, fietque t; zn a^-f- 13^ 
unde adipiscimur istam aequatioaem differentialem 

(tydy^i^-^i^tdy^ztdt^ 

6b cujus homogeneitatem faciamus tzzzyz^ eritque ^^[ 

^^y-h(fi^i^)^dy — yzdz-^zzdy seu 

d y zdz 

Sit a -4- 03 + 1) s — i5 z z= (/^- z) (sr — z) 
vt sit 

arz/gr et p + 1 =:g — f, 
reperieturque 

iinde coUigitur integrando 



^ (/*+ ^y-^'' {9 — ^y -+-« = o. 
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Tum Tcro est 

9« d_y Bz 

¥" — yz — (/-)_»)(^_a)» ^^^* 
' dx 1 .9 z , I 9 g , . 

xz=Lb (f-±-'-)f^, seu ^-^ =z ay-^s.. 

gxf-^S — fbf-^S 
Unde cum sit z — — , . . ^ ^--t- — , erit hoc valore ibi sub- 

stituto 

(/+ gr) bs xfyziza (&/+« + a/-+-^}, 

scu posito —^zizc 

^ fbf ^ a^S\ 

c8t vcro g —/nz (3 -+- 1 ct g-{-f=z /(((3 -f- l)^ -f-4 a> 

Coroirariui% 

818.^ Quoniam in aequatione proposita etiam ambae variabi- 
les X ti y simul ubique totidcm dimensiones habent, eam etiam sc-» 
cundum praecepta praecedentis problcmatis tractare Bcct. 

£ X c m p r u m 2 . 

819- Posito 'd^x constante^ si aequatio differentio-differen^ 
lialis duobiis taMum terminis constet^ ut sit hujusmodi 

i^dy — cx^yP^x^-ydy^^r 
ejus integrale investigare, 

Posito dyzzzpd ^ tt d p zrz g d x^ habebitur haec forma 
qZLcx^y^p"^^ ubi exponcntcm n ita definire licet, ut posito y zzz 
07* u, pzzzx^^^^t et qzzzx^^^^Vy variabilis x per divisionem toUi 
possit^ capi enim oportet 
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tumque erit vzzzcu^t'^. Aequatio ergo difFerentialis primi gradus 
resolvenda «rit 

cu^t^ydu — ^n—i^tdu^tdt-^nudt, 

ex qua cum variabilis t per u fuerit dcterminata^ integrari oportet 

hanc formulam — izi: — ?— , quo facto ob uzn — ^ obtinetitur ae- 

•X t — n tt ' *■ ^n 

quatio integralis quacsita inter x el y. 

Casus tantum j3-^yzz:l, quo n iit infinitus, peculiarem po- 
stulat tractationem infra exponendam, nisi forte simul sit y z:za-f-2, 
tum enim exponens n prorsus arbitrio nostro relinquitur, at aequa- 
tio erit homogenea. 

Exemplum 3. 

8 2 0. Sumto elemento d x constante, si proponatur haec 
aequatio - 

a:^ddt/z—x^dxdy-h2xydcvdy — ^^yyd^^^ 
ejus integrale invenire. 

Hic evidens cst, si ipsi y ejusque difFerentialibus dy et d^y 
binae dimensiones, ipsi x vero ei dx singulae ti'ibuantur, in om- 
nibus terminis obtineri sex dimensione«. Quare cum posito dy:^ 
pox et dpzziqdxf habearaus hanc aequationem 

x^qzz:x^p^2 xyp — ^yy^ faciamus 
yzzzx^u^pzizxt et qzzv^ prodibitque 
v'izit-+'2ut — Jkuu. 
At ob 7i— 2, aequatio difFerentialis nostra erit 
du{v — t)zzdt{i —2u), 
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quae abit in 

2 udu Ct — 2 u)z=idt (t — 2 u) , 
unde deduclmus vel t zz: 2 u , vel t zi= u u -[-* c , quos binos casus 
seor^im evolvamus. 

1) Si < rr 2 M, ob ^ = ^-^^— fit duz±0, ideoque uziC, 
ac propterea i/z:Ca:a:, quod est integrale particulare, aequationi 
propositae utique satisfaciens. 

2) Sit « = M w + Cy crit — zz: ^^ ^ , ubi tres casus 

sunt considerandi : 

Primo si constans c z: 1 , erit 

't — r=li = ,^^^, seu o: 0:^(0: :r~j/)/-. 

Secundo si constans CZZL i — ff. erit — ZZL 7 s^ — j^ , 



hincque 



/ 



— — 1 f/H-tt— I 



^ a/ V — u + i^^» 



ergo ob M zz: — erit 



X X 



V(/ — i)xx-f-^/ 



Tertio si constans c zz: 1 -\-ffy ideoque -^ zz: TjrzzryaZjiT/ ' 

quae integrata dat 

7 X 1. . u — i tt — I y — XX X ^ 7 * 

'T = 7^"s-*^"s-~r> ^^^ ~7~= /^r = *^"g--^'v 

Pro ratione ergo constantis arbitrariae c integratio vel alge- 
braice succedit, vel a logarithmis, vel ab angulis pendet, unde for- 
ma generali cxprimi nequit. 

S c h 1 i n. 

821. Integrale autem particulare primo inventum yzCxx 
in nuUa harura formarum, quibus integrale completum constituitur, 

9 
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contincri deprehenditur: nihilo vero minus satisfacit aequationi dif- 
ferentio-difTerentiali propositae. Hoc ergo exeraplo raagis illustran- 
tair ea, quae supra circa hoc paradoxon sunius commentati, quod 
interdum aequationi diHeventiali sntlsfaciat acquatio finila. quae in 
integrali complcto minime conlineatur. Videmus igitur hoc idem 
jbaradoxon ctiam in acquationibus diflerentio - differentialibus locum 
habere. Utrum autem illa aequatio yziCxJo inter integralia sit 
admittcnda, alia est qiKiestio, quae nondum penitus videtur confecta; 
hic quidem ipsa aequatio proposita quasi factores habens est cen- 
senda, cx quorum altero illa aequatio y:zCxx nascatur, verum 
multum abest, ut in hac explicatione acquiescere queamus. Quin 
potius ipsa illa quaestio, sive geometrica fuerit 'sive alius discipli- 
nae, cujus solutio ad hujusmodi aequationcra perduxerit, accurate 
perpendi debere videtur; ubi plerumque haud difficuUer indicare po- 
test, uU'um quicquid aequationi diflerentiali satisfaciat, id etiam ip- 
si quaestioni conveniat ncc ne? Veluti si descensus gravis ex alti- 
tudine Zia labcntis definiri debeat, et altitudo qua jam a terra di- 
stat sit 07, erit ibi celcritas ut \/ (a — x) ^ ct elementum temporis 
dtzzz ^T'^^ ^ * Hic quidera evidens est isti aequationi diflerentiali 
satisfieri ponendo xzza^ ita ut tempus t maneat indefiniium, quod 
tamen quaestioni neutiquam convenit, quae nonisi vero integrali 
< zz: 2 ]/ (a — x) resolvitur.. 

Pro b l em a 100. 

8 2 2. Si in aequatione diflerentio-diflTerentiali variabilis y cum 
suis difterentialibus dy et ddy ubiquc eundein dimensionum nu- 
mcrum adirapleat, cjus iutegrationera ad acquationera diflTerentialcra 
prirai gradus reduccre. 

S o 1 u t i o. 

Posito d y zn: pd o^ et d p zzz q d Xy aequatio ita crit compa- 
rata, ut in ea ternae variabiles y, /;, ^, ubiquc cundera dimensio- 
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num numerum obtineant, altera variabili x in computum dimensio-' 
num prorsus non ingrediente. Quare si statuatur p:zuy ct q:::vyt 
in omnibus terminis inerit eadem ipsius y potestas, qua per divi* 
sionem sublata habebitur aequatio inter ternas tantum variabiles ^, 
u et Vy ex qua unam per binas reliquas definire licebit, ita ut v 
aequetur functioni ouipiam ipsarum x et u. Jam ob pzniuy erit 
d y :in u y d X, et ob d p — q d x fiet ud y -\- y d uz::z u yd x ^ 
unde sequitur 

^^zzzudx et ^=^rA5," 
y y u ^ 

ideoque d u -}- u u d x nz v d x, quae aequatio difFerentialis duas 
tantum variabiles x et u complectitur. Quam ergo si integrare li- 
ceat, ut relatio inter o: et u indc innotescat, superest, ut formu- 
lac udx integrale investigetur, quo invento erit ly zzi/ud x^ sic- 
que acquatio orietur integralis inter x ci y ^ quae ob duplicem in- 
tegrationem peractam duas constantes arbitrarias involvet, ideoque 
intcgrale completum exhibebit. 

Corollarium 1. 

8 2 3. Hujusmodi ergo aequationum integratio reducitur ad 
hujusmodi aequationem difTerentialem du-^uudxznvdx ^ cujus re- 
solutio si succedat, simul illarum integratio habetur, cum formulae 
udx integratio difficultate careat. 

Corollarium 2. 

824. Cum sit -- zzzud oc^ erit yzzze^^^^^ qua substiiu- 
tione aequatio differentio -difFerentialis proposita statim reducitur ad 
aequationem difTerentialem primi gradus, erit enim 

ac tum formula cxponentialis sponte cx aequatione egreditur. 
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68 CAPUT Iir. 

CoroIIarium 3. 

■ 

8 2 5. Vicissim etiam proposita aequatione dlfrerentiati primi 
gradiis du-\^uudooz:vdx, in qua v sit functio quaecunque ipsa- 
rum X et u^ ea posito mzzz-s— , in ejusmodi aequationem difle. 
rentio-differentialem transforn^atur, in qua variabilis y cum suis dif- 
ferentialibus dt/ et ddy ubiquc cundem dimensionum numerum con- 
stituat. 

S c h o 1 i n 1. 

82 6. Haec reductio aequationum difFerentialium primi gradus 
ad gradum secundum lcgibus analyseos adversari vidctur , interim 
tamen subinde usu non carct; quodsi enim alia methodo hujusmodi 
aequationes differentio-difTcrentiales tractarc liceat, dum earum inte- 
gralia vel per series exhibentur vel finite, simul integralia aequatio- 
num differentiallum primi gradus innotescunt, quorum ratio plerum- 
que aliunde vix perspicitur. In sequentibus autem videbimus, ejus- 
modi aequationes differentio-differentiales in quibus variabilis altera 
y unam dimensionem non superat, per series commode integrari 
posse, atque adeo interdum has serics abrumpi, ita ut integrale fi- 
nita expressione exhibeatur. Caeterum proposita hujusmodi aequa- 
tione differentiali primi gradus du-^uudxzizvdx^ substitutio uz: 
-g^ co magis est notatu digna , quod sumto elemento d x con- 
stante fiat 



3" = ?I|-:;;t?x» ^^«0^9^ 



yh» yydx 

Tiu-^uudx — ^^^. 
ka ut duo termini hoc modo in unum coalescant. 

S c h o li an 2. 

82 7. Casus hic imprimis notasse juvabit^ quibus aequatio 
5 u -f- u ud X zz:vd X integrationem admittit. Hunc in finem sit 
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duzriY ^ X forma generalis aequationum resolubilium , et V certa. 
functio ipsarum x et w, ac manireslum est, si fuerit vziu u -^Y^ 
integrationem succedere» Priraum ergo hoc eveniet si sit Yzn^i 
denotante X functionem ipsius a;» et U ipsius u. Secundo si V sit 
functio homogenea nuUius dimensionis ipsarum x et u. Tertio si 
denotantibus X et 3 functiones quascunque ipsius x, fuerit V — 
Xm-+-H^^^» Quarto si denatantibas P et Q functiones quascunque 

ipsius Uj fuerit V— :: . Similique modo ex aliis formis. 

* P o? -f- O a.'* ^ 

integrabilibus alii casus concludentur. 

Exemplum t. 

8 2 8. Sumto elemento 'd x constante^ si proponatur Jtaec 
aequatio 

ejus integrale invenirc. 

Po«ito dy^^^pdx et dp'^qdxj prodit 

quae facto pzzuy et p^zvy^ abit in hanc 

av^^uuzzyj^-^^y seu v- ^^^^^^^ ^-^^y 
unde hanc aequationem resolvi oportet 

du-^uudx— , ^^^ PjL!?i^. 

a y (a a + a x) a 

Statuatur uizj, fietque 

I 3^.j — ^^.— , zn (1 +-^) a:r, 

'^^ i^a'/(aa-|-<x) \ * a/ '' 

I 

quac pcr [o^-f-yCaa -4-^^)1°^ multipticata ct integrata dat 

^[^4-/(<st^-+-^^)]*-(l -\-^f^oc\x-\-^/{aa^xxyi\ 
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Fiat a? -}-/(«« 4- a?a?):z<«, erit 

aaziV^ — 2i*a;, hinc 

f>a — aa . . « . 

X- — ~\V'—\aat-'^ et 

ita ut sit 

st-{i+^)f-ldt(t--^aat--) seu- 

a_f_(3 / <« + * 



s 






Porro est — — 7t9a?zz:— ; at ex aequatione difFercntiali est 

U ^^'^^' T" T "^ ai/(aa-h«x)' 

hincque 

^a 

ergo j/zr:B(^i)""+^. Quare sumto Cz'^— A, habebitur 

?/Z=B( AH ; Y^? 



cxistente 



^-i(^a_aa^-«), vel t-\x^y{aa-^xx)Y', 
ita ut aequatio inter x et y sit 

Cj/ * =:A4-j^Ia7+/(aa-f.ara7)] « 



S c h o 1 i n. 

8 29. Hoc idem exemplum Ita cst comparatum, ut alia ra- 
tione facillime resolvi possit; aequatio enim. 

si pcr -^ multiplicetur, ob qdxzzdp et p^xzzdy^ abit in 
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g 3 p I P 3 > Bx 

cujus singuli termini sunt integrabiles. Prodit ergo 
p^y^^zClx-hi^iaa^xxyi^ hincque 

quae aequatio denuo integrata praebct integrale ante invcntura, 
Forma ergo generalis aequationum hoc modo resolubilium est Pdp-^ 
Y0t/-4-X^:r— 0, existcnte P fanctione ipsius /?, Y . ipsius z/ et X 
ipsius X, quae nostro more repraescntatur per Pq^Yp +'XzzO. 
Hinc ergo perspicitur quomodo etiam aequationes differentio-difFe- 
rentiales ope idonci multiplicatoris ad integrationem perduci queant; 
quae methodus, cum in aequationibus differentialibus primi gradus 
insignem usum praesliterit, eo magis excolenda videtur, quod etiam 
ad aequationes differentiales altiorum graduum pateat, quod argu- 
mentum infra fusius pertractare conabimur. 

E X e m p 1 u m 2. 

8 3 0. Sumto elemento dx constante^ sL proponalur haec 
aequatio 

xi/ddtj-yd^c>y^xdu^ + -^-^ir^^ 
ejus integrale invenire. 

Posito D^=:jt^3^ et dp — qdx, erit 

quae facto pzzzuy et qz=:vy, abit in 

^ buux 

:rvz=zu^uux-^:fr(^^y 
unde otntur haec aequatio difFerentialis 

du-\-UU^XZZZ— --^UUdX-i yJT a—xx) ' ^^" 

xd u — udx BxP)x 

14 tt /(aa — XX)' 
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cujus integrale 

C — ^zzz — by^(aa — xa:)^ seu 

u — f^ , ergo iZ — J^ .. 

Statuatur ]/ (aa — xx)z:t, ut sit a;5.r~ — tdt^ eril 

dy zil^ a f ,\ cdt . 

y C-^dt b ^ 6(CH-.iO ' 

Sit Q—nbb, erit 

ubi c et n sunt constantes arbitr^riae. 
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D E 

AEQUATIONIBUS DIFFtRENTIO.DIFFERENTIALIBUS IN QUI- 
BUS ALTERA VARIABILIS UNICAM HABET DIMENSIONEM. 

Pr o b 1 em.a 101. 

831. 

pumto eleraento 'dx constante, si proponatur aequatio hujus for- 
mae 3 3 y -4- P 3 o: 5 j/ -f- Q y ^ o:^ — 0, ubi P et Q sint functio- 
nes quaecunque ipsius x ^ eam ad aequationem differentialem primi 
gradus revocarc. 

S 1 u t i o. 

Ponendo d ympd x et D/^zzi^Sa?, aequatio proposita in- 

^duit hanc formam q -\- P p -|- Q y ~ , in qua si methodo ante 

cxposita statuamus p~iiy et qzmvy^ obtinebimus hanc inter o?, 

w et i; aequationem t;+Pw-f-Q— 0, hincque t; zz: — P M — Q. 

Tum vero fit 

dyznuydx et ud y -{-yduziiv y/d oc^ 

lita, ut sit 

^fzziudx — '^^, 
ideoque 

5M + UM9a?-4-Pw3a:+Q3a:— 0, 
substituto pro v valorc. 

Qua acquatione' resoluta erit lyzzi/ud x. Vel sinc his 

10 . 



f 
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iubstitutlonibus statim in ipsa aequationc proposita ponamus y :=z 
«/«3*, unde fit 

ct cum facta substitutione quantitas exponentialis ^/^^* ex caleulo 
toUatur, obtinebiiur praecedens aequatio differentialis primi gradus 

5M-4-WM3a7H-Pi^3a:-f-Q3a?z=:0, 

a cujus resolutione integratio aequationis diiFerentio • differentialis 
propositac pendet.. 

C o r 1 1 a r i u m f . 

832. Haec aequatio differentialis primi gradus pluribus rao- 
dis in alias formas sibi fere similes transmutari potest. Veiuti si 
ponamus m — M s, prodit 

ubi pro M ejusmodi functionem ipsius x accipere licet, ut termi^ 
BUS ipsa littera ,z affectus evanescat, quod fit si 

dM^M?d^ — seu M — Ce-S^^''. 

e o r 1 i a r i u m 2; 

833. Similis forma prodit ponendo M — — , fit enira 
-^z^-^'^ -4--^«--f--^-^Q^^ = seu 

«bi secundus terrainus, sumcndo K — Ctf""-^^^', paritcr evancscit- 

Coroilarium 3. 

8 34. Similis transformatio gencralius instituitur, po^ncndo uzz 
KH-Mz, prodit cnimr 
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'aK-hMa«-t-saM-4-KKaa;-+-2K Mzdx h- M M zzdx*. 
-^lLPdx-hMPzdx-+-Qdx=LO. 

quae ordinata pi-aebet" 

Mdz-+-zQM-^2YiMdx-\-M?dx) -hMMzzdx^ 

+ aK4-KKaa74-KPaa?H-Qaa:z=0; 

unde secundus tcrminus tollituj: sumendo 

M = Cc-/^«^ *' + *') seu Yi=Z±^L=^ll. 

Corollarium 4. 

8 35. Adhuc generalius similis forma oritur, si ponatur u — 
r^^' unde prodit 

9z(LM— KNWLaK — KDL-f z(L9M — M^L^NaK— K^N) 
.4-sz(NdM — MaN)^-(KH-Ms)^aa-HP(K-+-Mz)(L-hNz)aa: 
H-Q(LH-Ns)^aa:=iiO, 

quae reducitur ad hanc formam 

Oiz:az(LM — KN) 

(LaM — MDL-f-NaK — K9N 
"^^1 -h2KMaa:-^P(KNH-LM)aa:-H2LNQa 
H"Z3(NdM — M^N + MM^a; -h MNPDo: + NN Qdx) 
H-LDK— KaL-f.KKda: + KLPaa: + LLQDa?: 

^bl pro K, L, M et N functiones ejusmodi ipsius x accipere li- 
cet, ut forma prodeat tractatu facillima. 

S c h 1 i o n. 

8 36. Quoniam hujusmodi acquationes difFerentio-difFerentia- 
lcs, in quibus variabilis y unicam habet dimensionem frequcntissiroe 
occurrere solent, merito geometrae tantopere in resolrenda aequatione 
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studium et operam collocarunt>^ quae etiam forma generaliori ita re- 
praesentari potest 

cujus quideni casum eximium d z -*- z z ^ x zn a x^d ^ oUm Comes^- 
Riccati in haud spernendum Analjseos increraentum proposuerat. 
Inter transformationes autem hujus casus praecipue notari 'meretur* 



positio X znt^'^'^^ quae dat 



n 

unde ponendo z znC t^'^^ prodit 



(71 -t-2) Cf^^ + ^ a «;H- C nf^^^^vd t 






-f- 2 CC<'^-+-^i;i;D/zz: 2 a«" + »^/; seu' 
(M 4- 2) C a i; 4- ??^f^^ -h2CCi;i;3£z=:2aaf: 

ita ut hic nulla potestas indefinita ipsius t occurrat. Si hic porroM 
ponatur uzzzy -^,^7 fiet 

— ^ fj^ h (^*^2) C3^H ^ h2CC5^d*zz: 2aaty 

I nCa3 f ^ 4CCa5 3 t 

_t aCCaaaf 
f f 

ubi sl capiatur azzip^, orietur 

(« + 2) C D .V -f •. 2 C C ^ 5 9 < zz: 2 a a ^ — » '^'^ ;+" /j ijf 
quae forraa simplicissima videtur.. 

T h e o r e m a. 

83 7. Sumto eleraento dx constante, si aequationi diffcrca- 
tio-differentiali 
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aatisfariant' integralia particularia yznM ct yzzN, ita ut ratio 

W-^N^ non sit constans, crit ejus integrale completura j/ZaMH-flN. 

D e m o n 8 tr at i o. 

Cum yalores yznM ct yznN satisfaciant acquationi propo- 
sitac,. erit 

ddM ^PdxdM-hQMdx^ zzO et 

dd^-^-Pdxd N'-h Q N 3 a:^ =z , 

unde patet, ponendo j/ izia M -4- |3 N, aequationi quoquc satisfieri,- 
cum fiat 

a (D rni 4- P a o: 3 M -f- Q M^ ^-^)) _ 

Quoniam vero hoc integrale j/ ~ a M -f- j3 N duas constantes a ct 
|3 coniplectitur, quas pro lubitu definire licet, id compietum sit ne-- 
ccsse est,, nisi forte N sit multiplum ipsius M. 

C r 1 1 ar i u m' 1. 

8 3 5. Ex datis ergo duobus integralibus particularibus hujus- 
modi aequationis, ejus integrale completum formari potest, siquidem 
illa. duo integralia sint inter se diversa.. 

Corollarium 2. 

8^9. Cum posito yzzze^^^^ scu u =:: ^j^^ , prodcat 
d.u ^uud cc -\-P ud X ^ Qd ^^ 0. 

Si huic aequationi satisfaciant valores uzzz^j-^ ct uziz^^ ,. ci- 

acm^ quoque satisfaciet valor u~ . ^^ -i-Qu ydx' 

C o r 11 a r i u m 31 
84o; Si crgo jiequationis d u -+- u u d x + P ud x -p 
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'QdxziO habeantur duo integralia particularia unR ct wz:S, ob 

integrale completum erit 
.w ~ R + 



S c h 1 i n. 



'841. Maximi momenti cst haeo obserratio, quod in hujus- 
modi aequationFbus ex cognitis binis iniegralibus particularibus inte- 
grale coraplctum assignari possit. Plerumque autem cognlto uno in- 
tegrali particulari, in eo signum radicale inesse solet, ob cujus am- 
blguitatem duo siraul integra;lia particiilaria innotescunt. Ita si ae- 
quationi 

satisfaciat valor m — T -|- ]/ V, eidem satisfaciet m — T — )/ V, 
undc integrale completum erit 

2 B/V 

Ac si fortc sit -/V imaginarium, puta -/V — X/ — 1. ob 
g±/d*/v — eos /X da:^/— l.sin./X3 x, crit 

^ (g-(3VQy./xax-f-fGe-4-P)ym ./ xay.y~i ^ /^ 

«eu posjto 

(ct — (3) / — 1 =: y et a H- j3 m 5, 

u=i1^- Jcos.jx6x + y iiirprrx • ^ . • tcI etiam 
,M = T -I- X tang. (/X d a? + ^). 
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CAPUT lY. 79 

Problema 102^ 

94 2. Sumto clemento d^ constante, invenire integralc com- 
pletum hujus aequationis difrerentio-diflfcrentialis 

S I u t i o. 

Posito t/mf^^^* prodit haec aequatio 

d u -^ u u d X -^ A.ud o[^ -^B d X izi Of sive 



d X 



— au 



€ui satisfit tribuendo ipsi u ejusmodi valorcm. ponstantem ut cva- 
dat w w -f- A w -4- B — , qui sunt 

u— — ^ A -+7 / (1 A A — B). 

Hinc ergo cum habeantur bina integralia particularia j/ rz: c-/^^** , 
posito )/ Q A A — B) — « ,. erit integrale completum 



\kx 



y — t (af**-h(3e-'**), 

ac 81 sit n numerus imaginarius, puta nz:m|/— 1, erit 

— jAa? — ^Ao? 

yzLe (acos.mxH-(3sin.ma?)i:C6 sin. (jnx^y). 

Sin autem sit n n , prodibit.. 

y — e * (a -f. p a?>. 

C r 1 1 a r i u m i. 

843. Ad integrale ergo aequationis propositae inveniendum, 
rcsolvi oportet aequationem algcbraicam MU-f-Au + BzO, quac 
oritur cx proposita 

53j/+A3y3rc-f:-By9a:^r:a, 

sl loco y^ dy^ ddy, scribatur m^, u\ u^^ et elemcntum d^ rcji- 
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86 CAPUT IV, 

ciatur, tum enlm binae radices illius aequatlonis dabudt integrale 
completum, , 

Corollariura 2. 

844. Scilicet si aequationis MU-f-AM-+-.Bzr:0 fadtores 
sint (u -h/*) (w -f- s^), ob valores un: — /*et iizzz — g^ inte* 
grale completum erit j/ in a e""-^* -4- p ^""^*. At si sit^imj^, 
erit y zn c^^ (jx + (3 x). 

C o r o 11 a r ium 3. 

8 46. Si aequatio uM-f-Aw-4-Bi:0 habeat factores imagina* 
rios, quo casu hujusmodi formam habebit 

wu+2/mcos.<^^-//'i:0, erit Mz:—ycos.^Hh;y ]/—•:! •sin.^^ 

hincque integrale eompletum erit: 

yi:e~"-^*^^^"^(acos./Vrsin.^-4--j3sin./a?sin.^, sive 

2/Z C e""-^^^**- ^sin. (/*a:sin.^ H-Y)- 

S c h 1 i o n. 

8 46. Idem integrale completum reperitur methodo (consueta 

cx aequatione d cc -ziz ^^^TAiT-t-B * P^®'**^^ ^^^^ 

uu-^Au^B=z(u H-/) (M 4- gr) , erit 
(g^ndxzz-^--^,, et Ce(5-/)*-^-!; 

unde fit 

g — Cfe(s-f)x 
u zz '-zr-f 7\ » seu 

_ ^afeg^^ ^gef'' ^ 

Tum vero fit 






*) 
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ideoque 

Hinc 

y — ^judx — c .(a^/;^~/ ^u^g^-f. 

At C8t 

lundc colligitur mutando constantem C 

-f/JL ziisx 

• <ae^* — ^ef^)^f 

seu yzzoLe /*-f-P^ ^*, ut ante. Hinc crgo patet, quantura 
^ubsidium afferat formatio integralis completi ex binis particularibus« 

Proble.ma 10 3. 

«4 7. Sumto elemento dx «constante, si proponatur haec ae- 
quatio difTerentio-difrerentialis 

ejus integrale completum invenire. 

S o 1 u ti o. 
Ponatur 7)y zizpd x ct dpzzzqd x^ ut habeamus 
q H ' -A -'ZZL . seu q zzz ^ — — • 

' * X XX ' ' X XX 

Sit nunc p zzz -^ , ent dyzzz ~-, et 

-N _> u d y-^-y^d tt tt^ 3« A33> B>3x 

' "* X XX X ' XX ' 

unde colligimus 



d y ud X udx — b3x — xdu 

y ~" X xn-i-Ax ' 



11 
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82 CAPUT IT. 

hincque ^ ~ - ^ Ui^^x^^^ » ^^^ particulanter satisfit ponerrdb* 
u M + (A — 1) u -t- B := 0. 

Sit pritno n u H^ (A — 1) m -f- Bm (u -f-/) (u -|- g) , erit 
particulariter /y — — /V^ et f/~:c -^, similiqjLic modb yzzx''^,^ 
unde inlcgrale complet^im erit 

y — OL x~f + 13 ar"" ^. 
Si sit gziz,/^ statuatur g znf — • cfl^ cvanescen-e ca:, erife 

x—^—x—^. a?" — o?— -^(i -+-(«)./ x>,. 
ergo hoc casu fit 

y^x—i{p.^^lar% 
Sit denrquc- 

u u H- (A — 1). u + ^zn u Ur -f- 2^/^ cos. (^-^ffy crit^ 

u =: — /(cos. i^H^; }/ — 1. sin. ^),: ' 
ergo particularittr 

^^-/cor^^^±f/-i.5/n.^-.^-/ros.^.rcos. (/sin.^,/a:)±/- i.sin.(/sin.^/a:)3^ 
quare integrale completum erit 

y — Q x-^'^'- i sin. (/sin. ^; .7 .r -f- y>- 

G e r o 1 1 a r i u m t:.. 
848. Hujus erga aeqiiationia 

kitegrale completum est 

y — cLx~f -4- p a?~«: 
Hujus autem 

a^ s^ -h- C2/+ o^^ -4-^£" = e„ 
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dotegrale eompletum est 

C ^ r o 1 1 a r i u m 2. 
8^9. At si aeqttatio proposita hujusmedi forraam habuerit 
a a-y 4- (i -4- 2/cos. 4") ^^-i^ -4-^-#^ =1 0, 
itum cjus intcgrale completum erit 

f/ — C o?"-^^^-^ sin. C/sin.^^ /a: ■+- 'y).. 

1S c h o I i o n. 

8 50. Similem rcsolutionem quoque admittit haec aequati9 
idifferentio-diffcrentialis 

a 3 t/ _ !tlZ*j? -^ A 07« d 2/ a a? + B a?»»* j/ a a?2 — 0. 

SPonatur enim ^yzzia^^^yuda:, ct «um sit 

crrt per i/ iSividendo 

-h Ax^^^^udx- -^Bx^^^dx^ — , 
liinc 

d u -^x^ uud X -^ kx* ud X -^Bx^d xzzzi 0, 
ideoque 

a? O X — •- r J 

*cui particulariter satisfit ponendo u u -j- A.u -f- B in 0, unde* u 
^uplicera conscquitur valorem con&tantem quorum alter sit uzz: — /* 
alter u— — g. Quocirca integralia particularia crunt 

w -h 1 /i -f - 1 ' 

y^e ct y — e 
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84 CAPUT IV. 



^n-Hr 



Sit brevitatis gratia ~ t\ erit integrale completuiu 

pro casu scilicet 

uu^Au-^B — (« 4-/) (u-^ g).- 
At pro casu 

MM -|-Au-|^B=:(w -f^/^^ erlt j/ zn e— ^^'(a H- ^/>. 
Casu autera qua 

u u -^ Au -^B zzi u u -F- 2 f u cos'. ^^ -\-f/\ erit 

y — C €—i ^ ^^^- ^ siru (/7 sin. ^^ -}- y). 

Haec integratio adeo ad hanc formam extendi potest^ sunyendo pro» 
X functionem» quaracanque 'ipsius" x 

ddu — ^^^ ^AXdydx -^BXXudx' = 0.. 
Posito enira d y zziX uy d x seu —^zmXudxy. fit 

X-N — du 

O X — 



tinde posito fXd xziZLt y integrale completum se habebit ut antev. 
Scilicet 

1) si Azizf -h- g et Bznfg^ erit integrale 

yzzLOL e f ' -f- j3 tf~^ ^, 

2) "si A— 2/ et Bm//, erit integrale 

y=:6— •^^(a-+.pO, 

3) si Azzz^/cos. ^ et Bzrzff^ erit integrate* 

2/ — C 5— /^^^-^ sin. (/f sln. ^ -h >). 

Probrema 10 4 .. 

8 51. Sumto elemento^ 5 o; constante, si P, Q et X deno^ 
tent functiones quascunque ipsius x^ integrationem hujus aequationi» 
difFerentio»* differentialis 



Digitized by 



Google 



CAPUT ir. 85 

ad aequationem difFerentialem primi ordinis reducere* 

S a 1 u 1 1 0*. 

ITic sirTgulari modo procedamus, loco y binas" novas^ inrcogni- 
tasi introdueendo. Stataatur scilicet yzziuVj et cun^ sit 

- dy—udv-^-vdn et D 9 y in: m 9 3 i; — 2 ^M^v-ht^^dwr 

aeqmitia nostra induet h»nc formam 

ud d v-h '^ d udv -^vd 5 m+ F udxdv --{^ Pvdxdu 

Jam altera v ita determinetury ut term«M ipsa littera u affecti dc- 
^truantur, quod fit sl 

^5 tr-4- ?d xdv-^Qvd x^znO^ 

mide per superiora t; per x determinetur, qua facto- superest haec 
aequatio 

2 d ud V -^-vdd u-^V^ vd xd uzizXd x^ ^ 

unde cum v jam detur pcr. a:, quantitas M deliniri debet^ Ponatur 
3 u zzi s d Xy eritque 

vd s -^Zsdv-^Vsvdx zn Xd Xy 

^uae multiplicata per ve-f^^^ integrabilis redditur;* prodit enira^ 

V ns eS^^^ zz fe^^^^Xvd Xy ideoque 

t/ — feS^^^^X vdx ^t 

vv •' 

•^ t;i; •' 

Qrtrare cum incognita v fuerit dcterminata aequatione 
^dv^Pdxdv'-^Qvdx^=zOy 
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86 CAPUT IV. 

mtegrale acquationis propositae erit 

'' V V 

Cor.pllarium 1. 

•852. Ut integratk) ad aequationem di^erentialem primi W' 
dijiis revocetur^ ponatur v ~ t^^^^ , et quantitas t jdcfinietur ptx 
hanc aequationem • 

dt ^tt^dx ^V tdx H-Q3a:z= O^ 

^uo facto integraie quaesitum crit 

Corollarium 2. 
S53. Cum Sit (P-f-Oaarrz — ^^~2ii^, erit 

e/(P-H0 3*:zzfc ^ * , hincque 

y—eS^^^fe^— ^ t^xfe ^ * X ^, 

ubi duplex integratio ad integrale completum perducit. 

6 cho 1 i o n 1. 

864. Alio modo qui propius ad ante usitatum accedat, ea- 
dem integratio institui pote«t. Ponatur scilicet pro aequatione pro- 
posita d yznit yd X -\-vd x^ ubi v ceriam ipsius x functionera de- 
signet ex functione X determinandam. Gum igitur sit 

ddy zziydtd X -^ (J yd X -^vd x) -^T) vd x^ 

erit facta substitutione 



ydtdx -\-ttydx- -^Vtydx^ ^Oydx^l _ 
^tvdx^-^dvdx^fvdx^-^^dx'^ 



cujus aequationis utraque pars, tum «a quae per y muhiplicatur , 
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CAPUT IV. 87 

quam alferaf ab-j/ libera, seorsim nihilo aequetur,. unde has duaa 
aequationes nanciscimur; 

dt-^ttdx-^^tdof^Qdx^rzQ et 

dv-i^tvdx-^P^vdccizzXda^, 

ex quarunr illa f per x ut ante definiri debet, tum vero eritexisf* 

Jam vero ex aequatione assumta dy — tydx^vdj^ colligitur 

ttbi S! loco V valor raodo iixventus. substituatur , praecedens integraj-- 
Ks forma obtinctur. 

S c h o Li OH' 2.- 

8-5 5. Ex hac operatione seq.ui videlur^ aequationis propositae' 
ddy-{-?dydx^(yyc^x^—yLdx\ 
iiilegrationem necessario pendere ab integfatione hujus- 

d'dv-^?dvdx^Clvdx^z=,Or 

quandoquidem b%tc concessa illa exhiberi potest. Minime tamen hinc 
vicissim coiligere licet, si posterioris ifesolutio vires liostras superet, 
etiam priorem nullo modo integrari posse, quin potius facile est 
rnfinitoS casus exHibere, quibus prior integratiorfem admittat, cum 
tamen posterior irresolubilis existat. Sit enim PnrO ut QzHolXj 
atque certum est aequationem posteriorem- d d v -4^ axv^x^ znQ ^ 
nulla adhuc methodo- resolvi posse, cum posito vzLe^^^^^ abeat i» 

neque tamctt hinc sequitur aequationem priorenr 

'ddy-^cixydx^zziXdx^^ 

wmper esse intractabilem. Infiniti enim casus pro X assignari pos^ 
8unt, quibus integratio succedat. Sumta enim pro y^ functione qua» 
«unqfie ipsiua x^ reperietur pro X ejusmodi iunctio,. ut aeqiiationi 
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•88 CAPUT IV. 

valor pro y fissumtus .^atisfaciat. Yeluti posito ym^^ ^ohd^yz:0 
iit X~|3a?a:, atque aequationi 

utique satisfacit intcgrale t/— ^. Interim tamen ioc integrate tan- 
tum est particulare, ac dubium adhuc relinquitur, an* etiam inte- 
grale completum exhiberi possit. At posito yziz - ■+^z^ pro inte- 
grali completo Inveniendo prodit 33s-4-aa7s5:r^rz:0, quae cum 
resolutionem respuat^ evidens est integrale completum etiam in ge- 
nere cxhiberi non posse, nisi ^imul altera aequalio inlegrationem 
ddmittat. 

Pr b 1 e ixi a 105. 

€5 6. Sumto elemento dx constante, invenlre integrale oom- 
pletum hujus aequationis difFerentio-jdifFerentialis 

ddy-\-kdydx^Bydx^ — y^dx^ 

denotante X functionem quamcunque ipsius x. 

J5 o I u t i o. 

Posito yzzLuVy aequatk) proposita in duas 5e<jucntes i-e- 
solvitur 

ddv-^-kdvdx^Bv^dx^-zZLO -et 
vddu^^dvdu-^kvdxdwzn^dx^. 

Quodsi ergo ex priori valor ipsius v per x definiatur, inte^rale 
completum ex posteriore ita se habebit/ ut ob PznA sit 

/6""~ ^ u X 
fe^*X V d x^ 
vv ^ 

ubi cum duplex integratio integrale jcompietum producat, sufHci^t 
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CAPUT IV. ,,89 

pro V integrale particulare prioris aequationis assumsisse , id quod 
etiam ex solutione generali patebit, Cum igitur pro resolutione 
prioris aequationis formanda sit haec aequatio quadratica tt-hAt-^^ 
B zz: , pro ejus indole tres casus CTolvi conveniet. 

L Si **-4-A^-hB:=a+/)(«-4-gf), ut sit A =:/^- gr 
et B — fg^ erit vznaL c""-^* -+- |3 «""^*. Sumatur primo tantum 
integrale particulare v zzit^^^y et ob kznf-^g^ fiet 

sit «C/-^)*aa:zr dR, et /^^* X d .r ~ S, ut fiat 
j/ =1: e~/*/S a R =: W* (R S — /R 9 S); 
at est R nr i-^ e(/""^)*, unde colligitur 

f/ = ;^e-«*S —;.-!- c-/*re/*Xa.r, sive 
(f^g^yzne-S^^fei^^Xdx — e—f^^fef^X Bx, 

quod idem integrale prodiissct, si eltero particulari r m e ^* usi 
essemus. 

In genere autem sumto vzr:ae""/* + |3c"~^*, statuatur ut 
ante 

€—(/-+-5)« d X /.,..> 

— =aR, et /e(/-+-^)«Xt;9a;=:S, 

V V ' 

ut sic pariter 

y — vfSdRz=zv (R S — /R^ S). 

Fingamus 

C e^* 
R — , et ob dv=: — dxiafe^f* -^^gr-s^, 



erit 



T> _ Ce^^ dx,(a\ e— /* -f- j3 X e-^* ^ afe-f^^^ge-t^) 

R -_ ■ i f ■■ " ■ • 



1; V 

12 
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90 CAPUT ir. 

Sit jam Xn: — g^ ^t C a (/-^g) zz i ^ utdR daiuni adipisca- 
tur Yalorcm, ob C ir: -77A— c, erit 

R = ,% ^' , et RdS = — i :.ef'XdTv 

tum vero 

S = a/fi«* X a X -j- p/c/* X D «r, 
unde conGcitur 

\{/-9)v o.(:f-g)v^ 9.if-gy ) 

seu prorsus ut ante 

(/_ g)yz=L e-S*/e«» X d a: — c-/«/e/* X 3 x. 

II. Si * ^ -f- A * + B =: (f +/)*, seu A zi: 2 / et B=:/; 
erit cx priori aequatione vz:z.6 -^ * (a -f- p a?) . Ponatur ut anie 

^ = aR, et /'c»/*Xt;da:=:S,. 

vv ^ 

«tt habeatur y iz: t; (R S — /R 3 S). Cum ei*go sit 

3a? . _ t e—f» 

aRm r — T, erit Rz: r— =: , et 

(a-j-j3a;)2' P(a-+-f3a:) ^v ' 

S=:a/e/'Xda;-|-^/6;/*Xa;aa:=:/e/*X9a:(a+f?a:)^ 

quar& 

t;RS= — ■*-c-/*/e/*Xaa?— .c— /*/c/«Xa;aa;, et 

/RdS=:-~j/c/*X^a:, 

ttnde conficitur 

S^=:e~/»ar/c/«Xaar — c-/«/tf /»Xa;aa-;; 
seu cum sit 
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orlt succinctius 

y — e—f^fd xfef^ X d or. 

III. Si tt-\^kt-\^B'—tt^2ftQos.i^^ff, scu Arz: 
2/cos.^ et Bzizffy erit 

V — e--^*^^^^- ? sin. (/":» sin. ^ + y). 

Ponatur 

zz-r— "7 — r- o ^^g — 9R et 

vv sin. (/ a:sjn.^H-Y)^ 

^^/«cos.^Xt^a^rnfe/^^^^-^Xd^rsin.^/arsin.^^ + Y)^:^^, 
ut obtineatur t/:rzi;RS — vfRdS. At est 



R= — 



cos.jfxsin.^-^y) . 



hincque 

V R S --.^-4^ e--^*^^^- ^ cos.(Asin.^-4-V)A-^*'''-^ Xaa7sin.(/a^sin.^H-Y) 

et 

/R a S 3= — ^^fef^^^^^-^X d X cos. (/o: sin. ^^ + y). 

Quocirca obtinebitur 
fysin.^Zi^e-f^^^^^Um.i/xsin.i^-hy^fef''^^^^^ 

_^-/xco..^cos.(/a;sin.^H-Y)/e/*^^^-^Xda:5in.(/a:sin.^-^ 

Corollarium 1. 

867. In hoc postremo intcgrali si ponamus /a?sin. ^mCp, 
crit 

/«/«^•*.^j^sin.^=: 

(sin.Ycos.Cp-i-cos.Ysin^^y^e/^^^^-^X^aj^cos.Ycos.Cj)*— sin.ysin.0) 

-+- (sin.Y 8in.(|)— co8.Y8in.(J>)/e^*^^*-^XDa7(sin. Ycos.(J)-f-cos.V*in.<J)), 
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9i CAPUT IV. 



seu 



^--cos.y^sin.^/e/^^^^-^X^rcosCp-sin.^ycos.ysin.^^^^ 
4-8in.y^sin.(p/6/*^^^-^X5^cos.Cp-^s;n.Vcos.>sin.<J)^^ 
— sin.YCOS.ycos.(p/^-^*^^'-^X^a?cos.<p-cos.y^cos.(|^^^ 

unde patet angulura y prorsus ex calculo excedere, fit enim 

Corollarium 2. 

86 8. Cum igitur loco unius aequationis duas formaveriraus 
integrandaSj vidimus sufficere, si alterius integrale saltem particula- 
re fuerit cognitum. In ambobus enim praecedcntibus casibus con- 
stantes a et |3 integrale completum praebentes ex calculo sponte 
evanuerunt, et casu tertio constans y itidem excessit. 

E X e m p 1 u m. 

859. Sumto elemento ^x constante, invenire integrale hu^ 
Jus aequationis 

ddy-+-Adydx-^Bydx^ 

Hoc exemplum ita est comparatum, ut ei manifesto satisfaciat 
valor yz^za?*^, qui ejus integrale particulare constituit. Ad com- 
pletum ergo invemendum, «ait A— y+sf et Bzzzfg^ et cum sit - 

X—fgx^^^n^f-^g)^^-^ -\-n{n — l)a;'^ — », erit 

/tf«*X3^rz:/€^*a:'' -f-ntf«*a?^— ' + a, et 

/c^* X 9 o: zz: gr ^-^* X* -f- n e-f^ x^^ ' -+- ^^ 

tinde CX' forma inve»ta prodit integralc completum 
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CAPUT IV. 93 



a 



Tcl mutata constantium forraa 

y — a?** H- a e^f" + (3 c— ^*. 

Si sit gznf^ ponatur grizzy-f- o), existente (un 0, ct ob e"^^* r: 
t -^* . c"^ "* — e -^* (l — i^x)^ unde pro a -+ |3 et — j3 co scri- 
bendo a et p, crit 

j/ = a:« -f. «" -'' * (a 4- (3 :c) . 
Sin autem sit 

/=:a+6/ - 1 et gr — a — ft/~i, 
cum fiat 

y=:a:^H-e— "(ac— ^*^--'+(3e**>^-") ob 



e 



±6a;-/— I 



zn cos. 6 a? H-^ )/ — 1 . sin. h a;, 
jQiutata forma constantium habebimus 

y ~ o:'* + 6'"'** (a cos. h X -\^^ sin. 6 x). 

S c h o U o n« 

86 0. In genere autem si hujusmodi aequationis 
a D t/ -f. A a y d o; + B z/ 5 o;^ zi: X a a:^ 
constet integrale particulare, seu valor ipsi satisfaciens yzizty in- 
tcgrale completum facile reperitur ponendo t/~f-|-z. Cum enim 
per hypothesin sit 

a^f + Aaf^a^ + Bfaa:^ — Xd^t^S 
facta hac substitutione orietur * 

d32-f-Adz3a:-+-Bz3a?^zz:0, 

undc si A ~/"-f- gr et B — /gr, coliigitur 

zzz:ae~-^*-t-j3c-^*, 
sicque integrale corapletum erit 

y — t^ae-f^ ^^e-s^, 
quemadmodum ctlam in exemplo allato invenimus^ 
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P r o b 1 e m a 106. 

S61. Sumto elemcnto da: ^onstantei si proponatur liaec ae- 
quatio differentio-difFerentialis ^ 

cxistente X functione quacunque ipsius x^ ejus integralc complelum 
invcstigare. 

S o 1 u t i o* 

Resolutio hujus aequationis ut supra cx pdsitione y^rzuv de- 
rivari posset, sed alia methodo hic utentes levi substitutione eam 
ad formam problematis praecedentis reducamus. Scilicct ponamus 
x^dx:i:zdtf ut sit a^^^ + ^izz^/i-f- l) i, qua substitutione functio X 
abeat in T, functionem quandam ipsius t. Ne autem assumtio ele- 
menti dx constantis turbet, hanc conditionem tollamus ponendo ^j/n 
p d X et d p znz q d Xj habcbimusque 

g — y -+-Aa«jo-4-Ba:^«y— X. 

. ^ d t . oo^dy . 

Cum nunc sit dxnz — ^ erit pziz— — , hmcque sumto eleraento 

X t 

dt constante 
ergo 

sicque nostra aequatio erit 

x*^ddy nx^^—^dy nx'''~^dy , Ax^^^dy ^ ,, ' 

— — -^ — — h- Bx^^u -zz. X, 

a<2 di ^t ^ }»t ^ 

Sit X a?- » " ~ , quae quantitas , posito ar" "^ ' :r: (n -|- i ) f , ut 
functio ipsius t spectari potest, sicque fiet 
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m qua aequatione etementum dt constans cst assumtum, cujus er< 
go iotegrale pcr superiora datur. 

I. Si An:/*-f-<7 et Bzizyg, erit integrale 
(/—g)y=e-etfcgfQdt-^e-f*/ey^edf, 

«bi reslitutis valoribus dtzzix^^dx et 0rz:Xa; — •*, retento brcvi- 

tatis gratia tziz-j^^x^'^'*^ ralor ipsius y ita per x exprimetur 
(/— g)yz= e- StfeS* ^-''Xdx — e-ft/eff x-^^Xdx. 

II. Si A=z2/et B— /", erit integrale 

yzne-fUfeftQdit — e-f^/eftQtdt, sea 

yz=.e-ft/dt/eftedt, 
quod ergo per a; ita expriraetur 

y z=i e—f ^/x^dix/ef *x-^Xdx^ 

III. Si denique Ai:2/cos. ^ et B-//, erit integrale /0^'^« ^y 
sin.2^=:sin. (I)/6-^^««-^ea£cos. (}) — cos. (p/ef*""-^ e d t sin. Cp, exi- 
stcnte (f)z=:/f sin.^; seu <p:=-^^a;'*-^S ob f z: ^, a;» -I- ». 

Quare aequationis propositae: integrale erit 
fef*<^-^i/sw.^-sm.(p/eft''<>'<x-''Xdxco8.(P-co8.(P/ef^^ 

C o r 1 1 a r i u m 1 .. 

a6 2. Si nzzO^ aequatio proposita abit in cam ipsam, quam 
j^roblemate praecedentc tractavimus, fitqiie tzizXf. unde etiam m^ 
tcgrale codcm rcdit.. 

C o r 1 1 a r i u m 2^ 

3 63,. Sin autem sit n — — 1, aequatio nostra fit 

Tibi ergo erit tzmlx et e^' — a\ tum vcro pro. casu tcrtia angu- 
lus (p—fsm.^Jx. 
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.96 CAPUT JV. 

S c h o 1 i o n. 

864. Methodus qua hic usi sumus , hujusmodi aequationes 
differentiales integrandi , haud satls naturalis videtur, cum ad has, 
quasi solas formas sit adstiicta. Quoniam igitur in aequationibus 
differentialibus primi gradus inventio factorum, quibus eae per sc 
integrabiles reddantur, insignem fructum polliceri videbatur, ejus quo- 
que usum in aequationibus differentialibus s^cundi giadus ostendere 
conemur. Hic quidem nihil tam abgolutum expectare licet, quod ad 
omnes omnino aequationum formas pateat, sed quantillum etiani prae- 
stare potuerimus, id haud contemnendum Analjseos incremenlum 
spectari debebit. Hac autem melhodo eas potissiraum aequationes 
differentiales , in quibus altera variabilis y cum suis differentialibus 
unam dlmensionem nusquam transgreditur, satis comraode tractare 
licet, hincque via perspicietur, quomodo eam magis excoli oporteat. 
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CAPUT V. 

DE 

INTEGRATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALTUM SECUNDI 

GRADUS, IN OaiBUS ALTERA VARIABILIS UNAM DIMEN- 

SIONEM NON SUPERAT, PER FACTORES. 

Problema 10 7, 

865. 

Sumto eleraento dx constante, si proponatur haec aequatio- 

ubi X denotat functioncm quamounque ipsius rr?, invenire functlonem 
ipsius Xy per quam •haec aequatio multiplicata fiat integrabilis. 

S I u t i 0. 

Ponatur d f/ Z—p d x^ ut habeatur forma differentialis primi 
gradus 

dpA-Apdx-i^BydxznXdx^ 

quae multiplicata per Y^ functionem quandam ipsius x^ fiat integra* 
bilis; scilicet 

' Ydp-{-AYpdx^Byydxz=:yXdx, 

ubi cum posterius membrum YXdx sit integrabile, idem in priori 
cTcniat, necesse est. At primo perspicuum est ejus integralis par- 
tcm fore Yp, unde id penatur Yp^S ut sit Y p rh Sz:/YXdx^ 
fietquc 

13 
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98 CAPAT r. 

a S z= a y (A V - I ][)-+- B V y a 07, 
quae forma integrabilis reddi pote»t sumendo Vzzrg^", erit enirap 

aS = «^*[(A-— X)ay+Byaar] et S — (A — X) e^*t^,. 
vbi X ita debet accipi, ut fiat 

AX — XX=:B sevt XX — AX + B — 0. 
Tum ergo erit 

c^*f>-4-(A — X)c'**«/:— /c^*XD*, seo 

3y-f_(A--X)y3a7 = e-"^*5a:/e^*Xda?,. 
fuae jam per «Ca — X)« multipncata denuo fit integrabilis,. datque- 

g(A — X) »y _yg(A — « X) x^ ^y-gX X X 3 a:. 

Cum X sit uaa radix aequationis XX — AX-f-B — 0, si ambas' 
cjus radices ponamus / et gf, ut sit X m/, epit A — Xzr^:, et 
«equatio integralis 

eS' y =.fe(e—fy'd x/ef* Xd Xy seu 

eS* y — j~ e^S-fy^fef Xd x — ^/^^» X d x^ 

fjuae abit ih furmam supra inventam 

y ~ -!-. e—f'fef=' X a-:c — —, £—«»/«** X a xj. 

C o r o Ila r Tu m 1*. 
866. Aequaiio ergo propositu seu indie natat 

fit integrabilis si ducatur in c^*, existente X X— -'AX -4-B— (T, slc- 
que duplcx habetur ftictor Tel e^^ vel c^*. 

Corollarium 2. 

.86T. Ea autem per factorera ef^ multipKcata,^ ejus integri^* 
b erit 
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CAPUT V, 99 

«icque per intcgrationem ad aequationeni difFerentialem pruni gra- 
dus reducitur, quae denuo integrabilis xedditur si per c^* multi* 
pKcetur* 

Scholion. 



8 6 8. Multiplicatorem V ita determinari oportebat, ut for- 
imila 9y(AV — 5^) + BV2/5a7 fieret per se integrabilis. Tum au* 
tem cura V sit functio ipsius x^ integrale erit y(AV— g-^, undt 
ifiat necesse est 

Aav— ^-BV^ar, seu aaV-Aaa^aV-i-BVaa^^ZiO, 

a cujus aequationis integratione pendet invcntio factoris quaesiti V. 
SuflScit autem ejus integrale particulare sumsisse , dummodo enim 
aequatio proposita integrabilis reddatur, constans arbitraria pro in- 
tegrali completo reddendo ipsa integratione introducitur. 

Pr ob 1 e^ a 108. 

869. Sumto elemento 3a? conttante, si proponatur hacc ac* 
quatio 

33y4-P3y3a?-f.Qy3a?2zzX9a7^ 

ubi P, Q et X sint functiones quaecunque ipsius o?, invcnire muK 
tiplicatorem V, qui sit functio ipsius a?, quo illa aequatio integra* 
bilis rcddatur. 

S o 1 u t i 0. 

Quia acquatio per V multiplicata 

Vady4-VPayaa:+VQj/aa:^ = VXaa?^ 

integrabilis existit, prioris partis integrale ponatur VD^+Sy9:i?, 
iiliam enira forraam habere nequit, ac fieri oportet 

YPaya;t-+.VQyda?2 — dyaV + Sc)yda:^H«^9Sda?;; 
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lOtf CAPUT V. 

nbi cum S sit neeessarlo functio ipsius jt, erit 

Y?dx=:dY-\-Sdx et VQaar=:aS. 

Inde autem esi SzVP — ^, quare muItipliMtor T ikftnirl debet 
ex hac aequatlone 

YOdx-YdV-\-Pdr — ^, seu 

dav— PdVda7-f-Vda:(Qda; — aP)rzO, 

quae ergo ai resolvi potuerit,. vel si saltem ejus integrale quodpiam 
particulare innotescat, ut habeatur multiplicator V, aequationis pro- 
positae integrale erit 

Vat/H-2/--hy(VP9a: — av)=:aar/vxax, 

quae porro integrabilis rcdditur, si ducatur in -r^e-^^^*, obtincbi- 
tur enim integrale 

^ef^^^zz/^eS^^^/YXdx, seu 

t/i:e-/P9*V/e/^3*|^/VXaa7, 

quo duplici signo integrali gemina constans arbitraria introducitur , 
integrale completum constituens. 

Corollarium 1. 

8 70. Inventro ergo multiplicatoris V pendet etiam a resolu- 
tione aequationis diflerentio-differentialis, quae autem proposita sim- 
plicior cst aestimanda, quod functionem X non involvat, et quanti- 
tas V cum suis differentialibus dY et ddY ubiquc unam dimen- 
aionem constituat. 

Corollarium H. 

S7t. Quodsi ergo ponatur Vnre-^'^**, quantitas v deter- 
nunabltur per hanc aequationem differentialem primi gradus 

/^v -i^vvd X — Pvdx+Qda? — ^Pi:^0, 
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CAPITT T. 101 

cujus si saltem integrale particulare eonstiet^ integratio aequationis 
propositae absolri poterit 

Corollarium. 3. 

872. i)alo autem multiplieatore V yicissim ratio aequationis 
propositae definitur, ut hoc modo integrabili» evadat. Erit enim yel 

3 P + -y— — Qdcc — ^p^ , vel integrando 

P V == l^ -H/Q V 3 X, seu P = i^ +m;^- 

Exemplumi. 
8 73. Definire formam aequationis differentio-differentialis 

lit multiplicata per c^* integrabilis evadat. 

Posito multlplicatore Y — e^"^^* zzi e^^^ erit t; — X, et satis- 
fieri oportet huic aequationi 

XXao?— XPaa7 + Q5^ — 3P— 0, 

unde fit Q zzz X P — ^^'^s^* Priraum ergo hoc evenit si fue- 

riut P et Q constantes, puta PizA et QnB, ac tum X definiri 

oportet ex hac aequatione XX — A X + B z , qui est casus su- 

pra tractatus. Praeterea vero qualiscunque functio P fueut ipsius 

3 P \ 

07, modo ait Q — X P — ^ ^ ^" dx' aequatio in e^* ducta erit in- 
tegrabilis, integrali existentc 

«^'L^J/H-yd^r (P — X)] zz:aa?/e^'X a^, seu 
^y ^(P — X^yd X — c— ^*3 a;/c^*X d^f 

quae ultcrius per ^/p.^*— '>^« naulliplicata et integrata, dat , 
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102 CAPUT Y. 

C a r o 1 1 a r i u m, 

B74. Sit P := A -f- a a? et Q =: B -4- P 37, evit 
B-hjBa^zziA-XH-aXa:— XXH-a, ergo 
BznAX — XX4-^a et (3z;;:aX, 

unde ob X=i-~, coefficientes A, B, a, p-, ka coniparatos csst 
oportet, ut sit 

Baa=:Aap— ,p|3H-a^ seu Baa-^ppzz:a(Ap+aa), 

E X e m p 1 u m 2, 
8 75. Definire formam aequationU differentio-differentialis 

ut per tf/^^*, existmte i; — ^ -|- jx a?", muUiplicata Jiat inttgra^ 
bilis. 

Cum tsst debeat 

dv -^vvd X — Pt;3a:--f-Q3a? — 5P — 0, erit 

ergo 

Ponamus P — — -J- j3 a;", erit 

H-a;»'»^^,^ — fL|x). 
Sit Q — j^ -|- 5 a;'*~~ * -f- e a* ", fierique oportet 
XX — (a -4- OX-haH-VmO, 
^ (X H- w) -h fjL Ca — 2 X — w) r 5, et ,jl (j3 — ^x) = f , 
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tinde non sorum pro multipllcatore litterae X et |X, sed etiam ccr- 
ta relatio inter litteras 'a, |3, y^ 5, g, definitur. 

Vcluti si sit 7=^0 et 5=z 0, erit (X — a) (X — 1) = 0, 
tinde Xna; tum ((3 — |ui) (a + n)z:0 , ergo a—Xz:— n et jXfX — ^ 
^jJL-+-£— 0. Scilice^ aequatio 

multiplicatorem recipit c-^"^^*, existente t; — — -• .-l^ jUL^' > VimtO' 
pL ita nf sit fji |ul — • jui -^- e :rr: O^. Erit erga multiplicator 

fiuarc si ponamus j^—j^ o?'* "*" *' zz: f , erlt 

x^ J J .t" 

CopoIIarium 1. 

8 7 6. Si sumatur y zn et e— 0, crit 
|UL =1 f3, p (a — X) =: 5 et (X — a) (X — 1) iz; 0, hinc 
X zz: 1 , et 5zz: (a — • 1) (3, ideoque 
P=z^ + (3x% Qii::(a~ opa:'*-^ 
et aequalionis 

«lultiplicator Vz:c^'"^*, existente t;z^ + |3a?^, ita ut sit 
Vzr;ar««-+« ct «-^^^* z=:-a:*e '»-+-' 
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' t«4 CAPUT V. 

C o r ol 1 ari um 2. 
8 77. Hoc crgo. casu, posito ^^^—x^^^^z^t^ crit integrale 

quae forma simplicius exhiberi nequit, propterea quod in genere 
formula e ^^x^ ^dx integrationem non admittit. 

S c h o 1 i o n, 

8 78. Cum igitur inventio ixwiltiplicatorum, qui* hujusmodi ae- 
quationem 

ddt/'^?dxdt/^Otjdv^=zXdx^, 

integrabilem reddunt, resolutionem hujus aequationis postulet 

aav— .pavaa; + vaa:(Qaa? — a p)=zo, 

quae in hac forma continetur 

ddy-^Pdxdy-^Qydx^zziO, 

videndum est, quomodo hanc fonoam etiam per muUiplicatores trac- 
tari oporteat. Cujus multiplicator si' fingatur V functio quaedam ip- 
sius x^ iterum ad praecedentem formam 

9dV — Pav aa7^-Va:r,(Oa.r ~aP)=r 0, 

dcvenitur^, atque si hujus multiplicator staluatur m U functioni ip- 
sius X, hic definietur per hanc aequationem 

aau + pauaa:-4-Qua:i«— 0, 

ita ut sufficiat alteram harum duarum aequationum resolvisse. Ac 
supra quidem, ubi y~uv posuimus,,ad hanc posteriorem aequa- 
tionem pervenimus: at mirum non est harum duarum aequalionum 
altcram ab altera pendere, cum prior cx posteriori'nascatur ponen- 
do V zrz € jvdxy^ posteriur vero cx priori pcniendo Vnf-^^^^U, 
uti tentanti facile patebit. Quoniam igitur hoc modo difficultatem , 
81 quae occurrit, toUere non licet; invcstigandum est, an forte ejus- 
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CAPUT V. 105 

niodi multiplicator, qui utraraque variabilcm -x et y cum suis dif- 
ferentialibus d^ et dy seu p — ^*^ involvat^ negotium conficiat. At 
vero facile perspieiiur exclusis 4ifFex^ntiaHbus hoc fieri non posse; 
iiam si raultipllcatar esset^V functio ipsajum oo et y, cx primo ter- 
niin» ddy nasc^tur integralis pars V^y^ quae autern dlfferentrata 
fio|(5ndo*Dy^iVIc)a:H~Ndy InVolveret. in diiFerentiale parten^ N^y^, 
in aeqcatione non occurrentem^. quaq etiam per reliqtfas iiltegralis X 
partes lo^i non -posset, • ^uare refll ientemus «justtiodi multiplica-* 
toribu», ^ui *tiam rationem llilTei^ntiaRijm p ±z^ complectayatur; et 
cvm^ ipsiut f/ cum ^uis dMfferendaTibus ubique sit idem dimensionunf 
nuinfim», eadem proprietas etiam in multipiicatdre insit necesse est; 
si enim diversae inessent, ^ingulae jseor^im negotium «ssent con- 
fecturae, 

Problema 109* 

• 8 79- Sumto clemento dx 'constante, definire conditiones, ut 
multiplicator hujus forraae Mj9-+-Ny, «xistentc pzzzj^ et M et N 
functionibus ipsius ap, integrabilem reddat lianc aequationem 

wbi P et Q sunt functiones ipsius x. 

S o 1 u t i o. 

Ob dy~pdoo^ nostra aequatio est 

dp'^?pdx--^Qydx — 0^ 

quae per M;?-+-Nj/ multiplicata fit 

Mpdp-^Nydp-i-MPpdy-hTl^Pydy-h^Qyydxl^ 

-hMQydy J~ ' 

quam inttfgrabilcm csse oportet, Ob tcrminos difFerentiali dp affeo 
tos pars integrabilis .crit iM^;;-4-Nj/j9, unde integrale ipeum sta- 

14 
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t06 CAFUT V; 

tuatur zr jM^;p--f-Nj/;7-+-S. Cujus diflerentiale cum ipsam iiraOT 
acquationem praebere debeat, habebimus 

— iPpd^M—i/pdK 
-^-npdy 

quam ergo formulam integrabilem esset oporlet, quae cum rntitum' 
difFerentialia prirai ordinls doo el dy complectatur, ncccsse est ur 
quantitas p ex calculo egrediaiur. Posito ergo c) M jiiM''^.r et* 
'd^zizWdx^ o\x pd X zzid y^\ primus terminus continens p ad^ 
nihilum redigi dcbet, ut sit 

MPpdy — ^M^pdy—iipdyzziO, seu 
MP — i;M' — N.= 0, vcl N=iMF— ^^' 

Tum vero erit • 

D9iz:yay(NP-f-M-Q. — NO-pNQyy^or,. 

eujus formulke integrale est 

S=:iyt/(NP-f-MQ-NO, vel S— f/f//NQa:r„ 

quas duas formas congruere oportet, undc fit 

NP + MQ — 1^ — 2/NQ5a?,, seu 
N5P-p.PDN-|-M.DQ4-Q.)M-^--.2-NQaa?— 0.,. 

quae aequatio cum illa Nz=MP — ~ juncta, conditiones^ quaesi- 
tas detcrminat, proditquc tum aequatio integralis 

£M^^-HN2//>4-|y^(NP-f-MO-.|^)~C.. 

G r o 1 1 ari um l. 

8 80. Si functiones P et Q dentur, indeque M et N defiiiiri; 

d M 



oporteat,«ob N— MP — ^, erit 
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CAPUT T- lor 

aNn:MDP-|-PaM-|||, 

ct functio M definietur per hanc aequationcm 
83 M 3 p a a M 

adx* -adx 

4-(PP_-4|J?^2Q)9M-+-M(2PaP-^-.2PQ3ir?-i-aQ)=0, 
♦guae ob differcntialia tertii ordrnis parum juvat. 

C r o H a r i u m 2-. 

881. Sin ^utem multiplicator M/>-f-Nj/ detur, ipsa aequa« 
lio ita definitur, Mt sit primo P— Sf -+-'711^» unde cx altcra, quae 

'CSt 

Q3M ftJiQdx 93N d.VV 



^ -*- -M -M— — Mai iT-^ 



liaecque per M e ^ miiltiplicata , integrale dat 

,,^ — 2/?iif ^— 2/?lf^adii :i pM. 
MQe -^ M — /c M (-^^j d.PN). 

€orollarium 8. 
:882. Sit hoc integrale ni^Z eritque 
Z = .- '^'-W di -PN) -./.- V!|^ (-5« _ il-lf) , 
quod postcrius membrum, pro P valore substituto, abit in 

— 2flLl^ /3W3N _ aN33x _ WN9aK 
/ ^ ^^ V M MM MM /? 

^ujus integrale est manifesto e "^ m -^, ita ut sit 

— 2/1!^ ,aN MaMv , >, ., 

C 2/^ . JJL W9M 
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10* CAPUT r. 

C o r o II a r i u in 4. 

8 8 3v Froposita? ergo hac aequationc 
eam per ^|^+Ny^ multipncanda, integrale fit 

S c h o r 1 o ir. 

8flr'4v Cunr ergo^ pro» M et N quascuiTque functiones ipdiusJ 
X accipere liccat, mnuinerabiles hinc nacti sunvus aequaiionum dif^ 
ferentio-difFerentianum. formafS, quas» ope multiplicatons ~^ -f- N y ' 
integrare po»sumus> Forma scilicet gencralis,. quae hoc lauUiplica- 
tore integrabilis redditur, est ut vidiraiiS' 

_|i._2_(2 MDN — N9M-f- 2CMe-/ »1^.^),. 
ipso integran existente 

ubi pepspicuum est partem oxponeniialem constanti C affectam utrinr- 
que omitti posse> cum ea sola ista pKoprietate sit praedita. Quod- 

si partem exponentialem ad algebraicanr reduearatis poncndb e m — L^, 

crit — z,— ~ --- et N — —7-^—5 bmcque d N.— -- -, ^- - --—'—. 

-r-T 5- ; unde ista forma 

sL Ldx' 

d«^ "^^ adx \ M »^ L ^ ^^^Ldx * aLMdx L;Ldx » M /» 

quae pcr "^^ -t-^^^ multiplicata, integrale praebet 
Md:y> j_^M>aLd:y xMaL» ^ci^ 
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CAPUT V. t09 

Vel 81 ponainus ^jt "f- r = ^T» ^* ^^ M = ?^, erit «ostra ae- 

quatio difrerentia-difFerentialiar 

Say , dy dK ,. /> 31^ ^L' . 3^91, . »ChhB* \^n 

JT'^ dV- K "^5^ V^-iTd^— nnd«~^RLd'5"' KR~^- » 

quae per -.- (ax~+-rLTi) multiplicjrta» dabit imegrale 

K R ,32? -y a Lay _^ t, « C_aL« CLLx, _ p 

a L 'dl^ "^ "Ldx* ^ ^ \LLdx* ^ RK -/J ^°°"* 

Exemplunr f. 
88 5. Sit K i: ar* (a -i- a:)» et L = x" («-»- a?)», erit 

1 

j^ rz ^ ^--~_; unde coefliciens ipsius iydx erit 

*x (a+x)* axx «(a-f-x) a [a -{- *)• . x x "^ x(a-i-x) 

fi(ain — fC — a) mv-+-n|yi — jx v ^| v (a n — v — a) 

ax* "» x(a-Hx) ' a(aH-x)* 

-4- 2 Co;^**— *^(a-ha:)*^ — ^^», 
ubi sequi^ntes easus nofasse juvabit.^ 

. I. Sit m zz: |UL -f- t ct n zz: y , erit ipsius ij/d x coefficicns 

ftMM-_4_C _j_ vf.M.-f-i) ] V ( v — a) ^ 
axx ' x(aH-x) "•" a(a-+-*).^ * 

Hine ista aequatio 

dx r- ^ ^ V X ^^ aH-x/ 

TnultiipHcata per 
integrale dat 
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•II. Sit m = fL + 1 et w zz: y ~'r I, erit ipsius J y 9 a; .coef- 
ficiens 

- H(M— , a Hv-4-|xH-v+4C , » (v — ') , 
;ixx • ■ ax<aH-x) '^ ».(«+*>' 

Hinc ista aequatio 

-f- J 2/ ^ ^ C «« > »(«-4-x) >" ,(iq=i)v — "* 

anultiplicata per 
^ntegrale dabit 

HI. . Sit /n - jx et n =: )/ -h 1 , erit ipsius ^ydx coefficiea» 

li(V. — ») I ^(v+O ., vv-h4C . 
Tj^ "^ * (a-h*) "^ a(a+«)* 

Hinc ista aequatio 

+ji'3-(^+:-ft-^+^tp)=o. 

HHiltiplicata per 
dabit integrale 

C o r o 1 1 a r i u m 1 . 

88 6. Sit casu primo y — 2, €zr — 1\^\^> habebilur haec 
aequatio 
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CAPUT V. 111 

, -Ji-H »(a-h*l ^^ ^ «Ca+*) — "» 

qune per 

niiiliiplicata / praebet integrale 

i^r Qa-ho?; Ij^.-k ,.^^,^ • a^c. -^2/Z/(^(a+x)-^[54:j)»;i"- ^^^"- 

G r o 1 1 ar i u m 2. 

88 7. Sit easu tertii^ |x izi: 2" et A€—' — yy, habcbitur istft 
acquatio 

932 -4- D t/ . a«-t-(v4-5)3tr , (v-f^) :>' aitf — 
dx ^ x(a-f-*; "^ «(fl + x) ^' 

quac nmltiplicBta per x x {a-x-xy-^^ [^^ -^:- » j/ (^ -+- ^^-j^)], 
dabit integrale 

E X e m p 1 um 2. 

888. Sit K rr a^^Caa-i^ica?)^ et L zz: o;^ (aa--|-a:a:)% erit 

Wdx «\. '^ «a-hlclc ^^ La-x X » ca-hxx' 

ct acquatio differentio-diflerentiaUs hanc induet formam 



■)" 



aa-i-xx ' I " (ac-h**)* J 



(aa -]-xxy^"^^ 
cujus in a;'-^-H(aa + :ra.)---[|-^^iy(j^.Hj^^ 
ductae integrale crit 

Idxa < dx V.K • aa-i-xxy ^l 

^^^'^-^(aa-f-:»^)^'^-^^'^^ - ,,^ 4Ca:»^^--^ |V 

\^ (^a+-a:a:)*'*-» vJJ 

Evolvamus hic casus^ quibus. aequatio difTcrentio • differentialis^ hanc 



nConst; 
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113 CAPUT V. 

obtinet formam 

I. Sumatur jijl izz m et ^ ~ n, 

, eritque D zz 2 C, E := J « (m — ■ 2), F — 2Ti(in -!- 1>, et 

• G=i'2n(n^ — ■2), 

II. 9timatur juizrrm^ — 1« et y — n, "... • , 
«ritqun D r= 0, E = 2 C -^4 («*—»• ij^, F =: a n (m ^J)', ci 

. ^ — ^ ij (n — 2).' 

III. Sumatur '"juL ii m — »• 1 ct 2 n — S y:^—' 1, seu: v—n^^, 
«rit ulUmus tenuinus ''— ^5fL±£f)-2 C-+-2^"A Ergo 

I>—2 C,'E=::2 C/i^+K"»— D^ E = 2 (mn-f.nH- 1), 
G=:|(2n-f*l)(2n — 6). 

IV. Sumatur jx — m et 2 n — 2 K z: 1 , seu y ~ n — J , erit 
ultimus terminus ■ ^^ , ideoque 

Dzz: 0, E = |m(m — 2), F- 2 C -f- 2 m i» ^- 2 n — 1, 
= 1(2 71 — l)(2n— 3).. 

y. Sumatur |jLZm-f-l et yzzn — |, erit ultimus terminus - 

aCxx . - ^ aCaa ., 

7^^ — 2 C — aTip^' "*«°^"^ - 

D:::2 C, E = |(m-H t) (m^—^^t Fz:- 2 Caa-4-2n(m-i- 1), 
Gz:j (2n'— 1)(2 n — 3). 

VI. Sit jULHm— 1 et y z: n — |, erit ultimus tcrminus 

a C _aC , a C , » 

**(aa-H^ 00*1? "" aa(aa+«*)' 

D = , E = ^ -f- J (m - 1 ) ^ F n ^ -h 2 m n -1- 2 n - 2 , 
Gr:|(2 n— l)(2n— 3) 

VII. Sit fjL r: m -j- 1 et 2 n — 2 y =: 2 , seu k r /i — l , crit 
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CAPUT T. dlS 

termmus ultimus T^/f^-f^? ideoque 

D=: 0, E=:|(m-t- 1) (m ~ 3), Frr2«.(m^ 1), 
G — 2 C ^- 2 (w — 1)^ 

VIII. Sit jUL ~ m -+- 2 et v^z:?i — 1 , erit terminus ultimus 

a Cx4 ^ sCaa aCa a xx ,. 

((aa-hxx)« ^ V. — ^^^^^ (aa-+:^^' nmcqUC 

D^2C, Er:J(m-+-2) (m— 4), Fi:— .2Caa-H2m7i-f-2nH-2, 
et G — — 2 C aa -t- 2 (n— 1)^. 

TX. Sit jULZirm et y~n— 1, erit terminus ultimus 

a C aC 2 CgJC 

(afl-i-3C*)® ca(aa-T-xaQ a'(aa-4-xx)*' 

flhlncque 

D=:0, E-|7n(m~2), Ez:~~-f-2mn-4-2n — 2, 

X. Sit juLZizm — 1 et yznn — 1, erit terminus ultimus 

flC -a C ^^ 4C ^j ^Cjcx 

xx(aa+xx)* a^xx a^{aa+xx) "» a4(aa-h««)*' 

tiincque 

DznO, E — ^-f-i(m^O^ F==^-+-2mnwH2n— 4, 
G=iz^-h2(n- D^. 

Problema 110. 

8 8 9. Sumto elemento doc constarrte, si K et L denotent 
functiones quascunque ipsius x, invenire integrale completum hajus 
aequationis differentio-difFerentialis 

5 o 1 u t i o, 

Quoniam haec aequatio integrabilis redditur, si multiplicetur 
per ^^ (|^^ -j- \^}^, ejus integrale completum, ut supra vidimus, .cst 

15 
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H «II + /vhY+^-My yi = co„,t.. 

quam aequationem differentiarem' primi gradiis adhuc* ihtegrari opor- 
tct; qupd cum ob constantem- indefihitam maxime* sit difli ile, ea- 
neglecta, primo saltem integrale pat^tieurare- investigeraus* Ent cr- 
go ex aequatione 

\dx^ 2hdxJ • KR. ^ ^ " 

radicem extrahendo 

|2 ^ ^^-^ -10' j/_ e„ seui i2^^ 95 — ti5- /_ c' 

djc^aLdx""K *^ ^ y ^ ^hr- K. V ^ »^ 

unde fit 

y y Li zzz ae^ k. y 

Cum igitur aequationi. difFcrentio*- diflerentialL propositae salisfacitnt 
hL duo valores 

bini conjuncti etiam satisfacient,. quibus* quoniam duae constantes; 
Wbiu-ariae introducuntur , ejus integrale- completum erit 

y—vi..' -^vi' 

quae- expressio valet,. si )/ — C fuerit quarititas- realis,. sin autemi 
sit imaginaria,. erit 

sicque habetur integrale completumi aequationis. differentio^difTerentia- 
lis; propositae.. 

C r o 1 1 a r i u m T. 
8 9 0.. Hinc igitur aequationis difFerentialis primi gradus* 

^dx.^ ahdx^ KK KK* ' 

qusie* per. se satis est difHcilisy integrale assignare valemus ,^ quodest 



Digitized by 



Google 



•CAPUT V. 115 

'si modo dchita xelatio ^constantiura ^a et j3 respeetu constantis A dc- 
.finiatur. 

C o r.o 1 1 a r i uin 2. 
«91. Erit autem per )/L mijltiplicando ct difFerentiando 



Hinc 



ainde fit 



AL_ :z^/ f\£ /— C — /V^ /— C g 

KK KK V** PC ; . 

ideoque A =: 4 C «p .seu p zz ^ • 

S c h o 1 i o n t. 

8 9 2. Quamvis «rgo aequationem propositara ope idonei muU 
tiplicatoris integrare licuerit, altera tamen integratio maxirais diffi- 
<:uUatibus premi videbatur. Interim tamen ope substitutionis aequa* 
tio illa diflerentialis primi gradus tractatu facilis redditur ; posito 
enim y — ^^l, ut sit 3 y / L + J-|| zn 9 z, oritur (^^x)^ "^ 

-KK-— KK' ^^"^ di— k1/(A — Czz), seu ^(A^C^^) — iT ^ 
-quae intcgrata dat 
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/ [z /- G -f- >/(A - Czz)] =/^* ]/— C + / B', 

unde praecedens integrale eruitui\ Caeterum forma nostrae aequa'-- 

tibnis differentio * differentialis aliquantb commodius exhiberi potcst^ 

hoc raodo: Si P et R sint functiones quaecunque ipsius x^ suma*» 
turque elementum- 9a? constans, hujus aequaiionis 

. 3^2/~5i/(-F-^x)-2^(^-F'~"parH PP— )— Ov 

bis ihtegratae integrale completum est 

y— aPc^P-+-i3P5 «^P*, 

siquidem a sit quantit&s reaKs. At si- ad-O, erit!- 

Sim autem sit aaziL — cc^ erir 
y=:aPsin.(|3-+.c/^> 

Tum vero illa aeqtiatio integrabilis i-eddJtur^, si multiph'cetur ^w 
rrW^C^^ "^^"p"^' eritque integralo primum 

Hinc patet in illa aequatione differcntio-diflTerentiali commodc Kanc 
substitutionem adhiberi j/ rz: P z, qua ea transformatur in> 

ddz-f-az(— — — ) -— z a 07- ~ , 

quae per ^-» multiplicata,, sponte fit integrabilis, Qjiih: etiam: 
posito ^ nz S , ut habeatur 

d;v 9S9as aa%hx^' -. 
dz^ s ss— — °' 

multiplicator ^^i^, statim dat integrale- 
\^y,%. — I a a z z — Const. 
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GAPUT Y. 117 

Schotion 2.' 

S9 3. Vicissim ergo ex hac forma simplicissima' 

S Sdd z -^Sd Sd z — ^ aa:id cc^ — O^ 

quac pcr dz multiplicata intcgrabilis redditur, formas magis com- 
plicatas derivare potuissemus, ponendo zzHy et S ~ j^. Quae 
quamquam in formis gtneralibus satis perspicua, tamen in' exemplis 
dctcrminatis plerutnque haec derivatio nirais est occulta, quam ut 
menti occurrcre possit. Veluti in casibus §. 8 8 8. evolutis, si N^. 
IX. sumamus m =: 2 , et Q — {ii— i>f aa^ fiet DznO, E— 0,^ 
K zn 2 72 (n-f- l), et Gzn 0, unde habetuV haec aequatio 

-^- -4- 2 d J/ (,, -t- aa-H*xy^ aa^xT^ ^' ^^^ 

^^y -^ x{<xa^rx) 1 aa-t-*x — * °' 

quae integrabilis rcdditur ope multipllcatoris- 

a^ or Qa a H- or j?; [^^ -+- x(aa-hx^V' 

integrali existente 

Pro integrali ergo particulari erit 

d2 , df ^ ( tt — f)x8y _ . (n — 'i)a3xy — i 
y "• X- "• aa-^-xx *~ — aaH-x»- ' 

unde colligitur 

* ^y\aa-^x xf^ =1 a C~^^^ ) — ~ 

Ergo bina integralia particularia conjuncta dant 

y — ^(a-~xY- l)-n4-. + l(«.,.a:/- 1)-»+', 

integrale completum. Hoc autem casu aequatio nostra- ad formam 
simplicissimam rediicetur ope sabstitutionis 
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118 CAFUT y. 

1—11 
y — ^iaa-Jt-xx) * , 

cujus ratio et inventio difTficilius perspicitur. 

Problema 111. 

8 9 4. Sumto 'element^ 3a? <:onstante, invesligare «onditiohc» 
quibus aequatio difFereutio-differentialis 

integrabilis redditur, ope multiplicatoris hujus formae 

ydx^ 

deiTDtantibus Jitteris L, M, N^ P, Q functioiies ipsius .x. 

S i u t i o. 
Ti^buatur denominatori hujus fractionis lalis forma 

ac levi attentione adbibita patet, integrale hujusmodi formam icsse 
habiturum 

y4./|>^>|*— Const. 

• dy-^Stydx 

cujus crgo diflerentiale aequationem propositam producene debcL 

Dat autem differentiatio 

^ y (S — R)>9xaa>+(R — S)3xay^4 ^y dxdy(dK-d%)^yydx^{SdK'''R.BS) _ 

{dy-^Kydx^idy-i-hydx) . . -^J 

quae ad communem denominatorem rcducla, abit in 

{^^K^ydxddy-^ (R-S)5xaz/2H z/arrXaR-aS) , yydx^{SdR^Rd^) _ 

-^^Ydy^^ (R t S)ydxdydY '^R^^yydx^dy^ r 

Statuatur 3 V — (S — R)dxy ut aequatio per y divisibilis evadat^ 
sieque onetur haec acquatio 

(S— R)^ay+5//(r)R — aS) -ht/r}x(S3R — Ras)? _ 

^(SS — RR)r).rr)2/^RS(S — R)//ax'2 ^~ ' 

quae ut cura forma proposita conveniat, fieri oportei 
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P = (R+.S) + ^5^||.et Q=:RS + '|5fi^,',^ 
qiios valores si funcliones P et Q habuerint, aequatio 

P*'" (dy-i-Ryd^U ^ ^-^syL) ni"'i'P'»cata, integrale dabit 
/(S-R)a:r4-/|^±?^=:Const. 

Si: ponamus S — M+N et RizilVr — N-, erit 

Pz=:2M— ^^-^-et QizrMM — NN-h J^^ ~ -^. 

C o r 1 1 ar i um 1.. 

8 9 5, Quaecunque ergo functiones ipsius x loco M ct N as^ 
auwantur, indeque clefinianlur 

Kujus- aequationis 

ddy-^Pdxdy-^Qt/dx^ziz 0* 

integralc* erit 

2/Nax+/g*I^J|=Co„st. 
CoroHarium^ 2. 

8 9 6.. Si' pouatur y.-zrc/«3*, fiet nostra^ aequatio difFerentia- 
Ks- primi gradus 

d^-h^zdx 4- ?'z dx -^ Q.3 xz=. ,, 
cujus*^ propterea integrale erit 

C r o 1 1 a r ium 3. 
^9T^ Si Teliinus, ut sit P = et aequatio habcatux; huju«' 
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120 CAPXJT T. 

modi 93^-4-Qy9^*=0, capi debet 2 M — ^-^- eritque Q = 
|^.^MM — NN, cjusque aequatlo integralis 
.2/Ha=r + '|f±|i=|}j-f| = Const. 

Corollarium 4. 

8 9 8. In genere autem prout constans capUtur yel -4-00 yeil 
^ — oo^ obtinebitur integrale particulare vel 

dyr^{Mr^l^)ydxz=zO vd 
undc erit vel 
♦cx quibus nostrae aequationis coliigitur integrale completum 

Exemplum i. 

Sit M rz: a et N m: /3, erit Pz:z2a et Qzaa — (3.(3, u»- 
<de hujus aequationis 

d d y^ 2adxdy-^(oLOL^^(S)ydx^z:iO 
integrale est 

2 Q 07 + / ^^ j:?"lg^/ ^ — Const. 
In quantitatibus autem iinitis integvale completum 

. y — g-ax ^A e-P* + B eP^). 
Casu autcm quo |3 (3 r — y y, aequatio 

dd y "h 2 adxdy-^^aa^yy^ydx^^z:^ 

bis integrata dat 

y irz A e^"* sin. ( y a: 4- C), 
At si V — 0, aequationis 

ddy+-2adady4--aat/9x'^~0 
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mtegralc est 

y — «— «« (A -4- B X). 

Exemplura 2. 

900. Si M=:A et N — |3.r«, erit P— '"7% ct 

^l — ll - eGx*'* - A __ ^-^ — «C«-n-.)_^ , 

■^ XX r r XX XX — XX p p .T . 

Ergo hnjus aequatioiiis 
integrale primum est 

Integrale autem secundum 

-— (3a:" + ' j3a;'»-»-' 

si |3 zi: , erit id 

sin autem (3^ = — W» ^^'^^ 

y 3Z A rr— « sin. (^^-^ :t" ^" ' + G). 

C o r o 1 1 a r i u m f . 
90 1. Sumto n~2a, ut habeatur haec aequatio 

crit ejus integrale completura 

$i sit f3=0, erit id 

J/ == a?- « (A -+- B X' « -^- •) , 

16 
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122 CAPUT V. 

at si (3^:^ — VV' *"'* ^***^ integrale 

y=Aa?-« sin. (^.^x^«-+-' ^ C). 

Coro^larium 2. 

9 2. Ponamus azr — 1, ut habeamus hanc aequatioiwi» 
^^y — ?JL||^rr: 0, cujus ergo integrale #nt 

L ' _L 

2/ — x (A tf^^ + Be *), 
ubi notandum, si sit |3f3=z: — VY> ^o^c f/izr Aa:sin.(|;-pC); 

E X e m p 1 u m^ 3*^ 

A cc^ 
9 03. Ponatur N zzz , ut sit 

^N m pna;" — * 



N 3 o; or a -4- (3 a;* 

et sumatur 

m e/ia;'' — ' 

M — ^ 



2 a? 2 (a -+- p ic'*; 

ut fiat P — et 

— m (3n(n — 1)37"" 

O — ■ — -: 

"" 2 XX 2(a-f-|3a:") 



(3| 3wna;"^ — < 
-h|3a:") ' 2(a4-|3a;'')- 
mm Bmnx^—'' |3 |3 n n .-r' 



.» n — a 



4XX 2 (a -I- (3 af"; 4 (a -f- p x'^) 

AAa;"'^ 
""" (a-Hf^x"^' 

«JYC 

~ m (m 4- 2) n ( m-n-HQ^a;"-' (S pnna;^'*-^. — 4 AAr"" 

^ 4^"^ ' 2.(a-+-6a;'»). "* 4 (a-hjSa;'*)^ ' 



:ni 
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CAPUT V. 133 

tX ©b /M d jc — I / N, crlt intcgrale 

j/ =:^ (C e-/N^' -h D e/Nd*) 

hujus aequationis 35y-f-Qj/3:r^ = 0. Ut expressio ipsius Q flat 
simplicior, hoc fieri potest pluribus modis, dum numerator partis 
postremae per a-^-^x"^ divisibilis redditur. ' 

I. Sit m — /2—1 et AA — ^|3|3/27J, eritque Q — — ^~^^' 
tum vero 

unde aequationis d^y — Cl2.:z^-Lii! — o integrale est 

II. Sit 2m — —2 seu mn:— l et ^AAinaann, erit 

I BJt 

— -4^» ^' antc. 

III. Sit 2mr= — /i — 2 seu 



fietque 



^__._^ et 4AA=:-*i^, 



Q — Cnn — 4) ^ 3nn£jc^— » nn (^3^3?» - *-?(3x- *-4-aaap-*-*) 

16 ajar 4(a-H|3a;"r ~*~ 4(^(^-^(3«") 

seu 

Q ^•— w« nnCaaa?—»- ^ — a(3a;-*--2|3|3a;*--''> 

16arar 4|3(a'+-^a?'') * 

quae expressio abit in 
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124 CAPUT T. 

^ A-nn nn - . ^ *. 4 — 9nit nntt 

ibxat 4^ ^ I6a?ap 4^ar»+» 



Quare cani sit 



H — t 

erit 



jjf^ na.y — a x *__ 

_n<tV—o.r dx 



n-4-«' 



(a-t«|3a;-^)a7 » 



sumatur nnz^y ut fiat m — — |, Qm: 1 ct 



9f3 



o; 



? 



« 

N ~ ;— — . , hmc 

3/|3 ^ f' 

* ^ a-f-|3ai' 

/ M :i _ a / — a r d x 

1^^''- 3i/Q J ■ 



2 f ' 



sicque acquationis 

3 3 y H ydx^ IZZO 

9 (^x^ 

integrale erit 

Sin; autem capialur n — — |, ut fiat 

a 
TOZZ— I et Q— -, crit 

9 pa;5 
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CAPUT y. 


12» 


— «/-a x"^ 




3/(3 • ^ -f 




— a/ — a /• rr'5a; 
'^ "^ a a; -4- f3 a' 


— a/ — a/* ^a; 


tinde aequatio> 




a V 3 ^^ 

9aj/ + -^^ — i — 




9 (3a:' 




Simili modo integratur. 




S c h 1 i n 1. 





9 4. Aequationem wgo 3dj/ + Aa:™j/^:r^n: his casibus 

integrare licuit, ,m=: , m — — 4, m=: — |, m— — | et mi:-2, 

seu m:i=: 2-4-2^ et m — — 2±^. Quodsi ulterius ponamus 

A x^ 
AT — '. , simili modo intceraiionem casuum istiuis ae- 

(uiationis m m — 2 -t | impetrabimus, qiribus quoque aequatio dif- 

fercntialis primi gradus 

^lz-^-zzdx-^Ax^^dx^O 

integrationem admittit. Hacc autem casuum integrabilium investiga- 

tio nimis est opcrosa, quam ut cam fusius prosequamur, pracser- 

lira cum infra mcthodus occurrat hacc omnia commodius evolvendi. 

Sc h o 1 i n 2. 

9 5. Ex his coHigere licet, quantus fructus cx inventione 
muUiplicatorum , quibus ctiam aequationcs difrercntio-dillerentiales in- 
tcerabiles redduntur, expectari qucat, etiamsi cxempla hic tractata 
tantum leve hujus methodi specimen rcferant, Aliquas autem sal- 
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128 CAPUT YL 

^^ (,Byy-tC-f-2Ux + £.xx)* ^ y ^ V • d x' 

cujus formulae, siquidem iniegiationem admittat, integrale ex yari»' 
bilitate ipsius y erit 



Sumto ergo y constante, neecsse est slt 

i>(li^>H~^.-|--Dx-i-I--cjt;« Jy " dx ^(IJ^+C-HCDx-f-KxxJ^' 

cui satisfit , si -J-^ — ct 

• — dP (C-f-2D:p-HEa::c)-|-2PD:r(D-f^Ea7)=0, 

quae duae conditiones an siraul consistere possint, vidcndum est. 
Posterior autem dat 

dP 2Ddx-f-2Ex9x .j^ Tj r% . n -ni i t^ 

unde fi^ 

Q— — ^ z=i^D-Ex, hinc ?-*?C=-.E et ^^-0. 

^ 'j dx ' d X ^x* 

Multjplicator ergo quaesitus est 

^dyiC-i^QDx-^Exx^ — ^ydxCD^Ex), 

hincquc obtinetur integrale 

l^; (C -h 2 D or -h E X ar) - ^^ (D -^Ex) - 

BrB73rTc--^2DV-f:Exx) 4- 1^ !/ y — Const. 
«eu utrinque addendo -^, 

|f;(C-h2Dar-f.Ex:r) - ?->^^^> (D -|- E ^) 

H- B^>-HC^^l> -]nHKxV -h E y r/ — Const. 

Corollarium 1. 

•90 7. Haec ergo aequatio D^y-h --."-fAi.-ll.^- o, nbi Araa, 
-^—^i C=:0, Dzz 0, ct Erz:l, integrabilis redditur multipli- 
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Mtore 2xxdf/-^2yxdx, «jusque integrale erit 

»*9y» axydy . aayy . . 

C-0 r 1 1 a r i u m 2. 

90 8. Si hic ponatur yr=.ux, ob3^r=uSa;-)-a?di«, 
habebimus 

0X 



X X uu^ sive 
«i^ «^ -^ ^6-f-(6& — gg^tttt a» attT/(,^,tt tt) 

^** ■ i4-tttt » ^^.g^ XX yc^6-+-(^^~aa)tt«)^ 

4inde tam a: quam y per w determiaatun 

CoToHariiim 4- ^ 

909. Siraili efiam modo integratio in genere perfici potest 
5it enim brevitatis gratia 

C-f-2Dj;-4^Ea?a; — Bzz, crit T>^lE.x — ^^^^ 
et aequatio nostra fiet 

quae posito y=.uzt abit in 

At -5^ — i — Ba> unde oritur 

5^iH! . CE-DD K + fK — A )«it . 

d*~-* 5— "» — ■ it(.-^tt«) > »c« 

BBg4 a«« K-4-(K— A-^ -DP — CE^MitH-fDD — CE)ii4 

dx« — r+T5 — » 

ita tit sit, restituto valore ipsius z, 

— ^* — 9«V(i-t -«it1 

€^iD«+JB«» riK-t-(K-A+0©-CE)»« + (©D-.<iE)»l|* 

l7 
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430 CAPUT VI, 

sicque oc definitur per a, indeque etiapi 

Ji 
S c h o I i o m 



/ C-i-iJDx-h-Erx 



9f0. Hinc patet substltutio, qua tam ipss aequatio diffei-en- 
tio-differeiitiaIi& proposita, quam multiplicator ad fbrmam commodio^ 
icm reduci dcbet, Po^ita enin> ad abbrevianduro C-|r-2Da;-f- 
fsX X =1 B 2 z y aequatio» nostra 

• .- 

ope aubstitutionis y zizuz transforraatur 

ci^ua miittrpricator est 

2B(sz5y — ys3«>y 8CU 2 Bz^3if, 
^et SiHipnerter z.^du. Cum autem sit d9=z^^^^^^, erit 

;^A E8x» 3x3g(D+Ex) Edx^ »x»(D4-Ex)» (CE^DP)3x* 

ita ut sit s^ d 3^ g zn ^ ^^^ ^ d x\ unde aequatia nostra per z^dif 
multiplicatft induit hanc formam 

manifesto integrabilem, integrali existente 

t z* 9 u» ^ £|=|5 „ ^ a ;,^ - ,-^^^?|^ = i Const a a:% 
eujus: adeo* nora integratia ob z- functionem' ipsius x^ mox iv ocu-^ 
loa incurrity, cum sit 

ggaif — a^y(Const.4-^-^— ^^H- frg 
ubi variijfliiles: u tX. <c sppnte separantur. Caeterum hie nocetur,, 
&neti0nem pra a^ assmntam satisfacere aeqnatiom z^ ddzzrad or^r 
enm tamen* ejus ratia noir sit manifesta. Multiplicando autem hane: 

•eqjHH^nem; per ^ prodit^ 2a»^ddz=i::"-^^— cnjjn» ixrtc©pi»- 
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lc C8t 3 z^z3p3a:* — ^£^, 8cu dx = ;^T^-^ iinde porro fit 

quae e8t ipsa nostra forma« 

Problcina 113« 

911. Sumto elemento dx constantc, invenirc formam gene- 
raliorera aeqtiationum differentio-drflrcrentialtum quae ope bajusraodt 
multiplicatoris M^dar + Ndt/ integrabilcs rcddantur. 

S o 1 u t i o. 

Qula multiplicator opc substitutionis y m R m in formam sim- 
plicissimam Sdu tran.smutari potest| hae substitutionc ipsa acqualio 
iJifferentiO-differcntialis induat hanc formara 

cujus postrcmum membrum per Sdu multiplicatum sponte cst mte* 
grabile, si quidem U dcnotct functioncra quamcunquc ipsius «, dura 
R, S ct P sint functioncs ipsius cc. Cura crgo aoquatio 

Sduddu^PSda:du^^\^UBx^duz=iO^ 

debeat csse integrabilis, posito integrali 

i s a tt^ + a a: V u d tt =: i c a x^ 

neccssc cst sit 

ldSdu^ = ?Sdxdu^, seu Pa.r — ^|- 
Quocirca haec forraa gcncralis 

d d M -4- -^ + — g- = , 
por Sd u multiplieata dabit intcgrale 

Sdu^ — dx^{C -^ 2/UdiO, 
quod d^nuo integratura praebet 



•• 
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/9« ^^ r 9tt 

i^ / y(C — a/Cdtt) 

Cum igitur haec sint manifesta, poncndo uznz^ ad formas magiflr 
intricatas regrcdiamur, itc ut jam sit U zz: funct. ^. Nunc rerocst 

^"— R "rr" ^^ ^^^^ "R RR ^^"+--113"» 

luide aequatio nostra fit 

99 y 2dR d^ _ ^aaR , 2j>9R» I U9x» ^ 

R RR RR "^ R3 "t^ S^ "-^ 

9Sdy jydRdS 



aRS aRRS 



quae pcr ^ (R 3 y — y 3 R) multiplicata integrabilis redditur. Ut 
igitur ad formam supra propositam Accedamus, statuamus S=:aR^, 
et aequatio 

99y jy33R U3ae* ^ 

R RR "**" aR4 " 

pcr a R R (R 3 t/ — y 9 R) multiplicata integrabilis redditur. Scu 
haec aequatio 

pcr R3t/ — 2/3R mukiplicata fit integrabilis* 

Ut via ad integrationcm perveniendi magis occultctur, ponatur 
y*: j^ = 5^-+- V, ut V sit funciio homogenea nullius dimensionis 
ipsarum y et R, ac ponatur ydd^zn^^-^^t nt fiat 

Raay4--Kf' = 0, scu aa2/+-j^^ = o, 

quae muhiplicatorc R(R3y — y3R) redditur intcgraWlis. At cum 
•it 3^R — -j^y, crit ut supra vidimus 

R=z/(a-f-2j3a7-f-y;rrr), 

onde dum V sit functio homogcnea nulHus dimcnsionrs ipsarum y 
9X K — / (a -4- 2 p X 4- V ar o;) , aequatio 
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vaa?« 

ddy-h' ' -,= • 

epe nraltiplicatoris 

intcgrabilis eradit. 

CoroIIarlum f, 

912. Posito autem Rrz:y^(a-f-2|3a?-f-ya:a:X aequatio no* 
ftra per RRdy — RydR multiplicata fit 

cujns integrale est 

-hdx^/Ydj^ — Const. d:r^ 
ubi est 

RddR-JrdR^—d.RdRziid.i^+yx^^dx—y^dx^, 

•lcque integrale est * 

Corollarium 2. 

913. Quia V est functio ipsius ^, formurae /Vd.^ ihtegra- 
le habetur. . Pro ulteriore vero integratione posito y ~ R u ct 
yVdM=:U, habebitur 

R*aw^— .RRMMaR'H-yRRiiwaar^-4-2Uaar^ = Gdar%, 
seu R^dU^ — dx^iG — 2 U 4^ (p |3 — a y> u u], 

hinc^ne 

dx 9ii 

ac porro i/i=2U]/(a-f-2paj-f-ya?^)- 
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5chorion« 

9J4;, Haec erjgo ^equatio ddy-^-^j- z^: O^ cxistcnte Rzz 
|/ (a + 2 j3 o: -4- Y ;r a?) , multo jatius patet ea quam in praece- 
dente problematc tractayixnuS) propitt^ea quod hic pro 7 accipere 
licet functionem i[)u.ameunque homogeneam nuUius dimensionis ipsa- 
rum y et R. 5i cnim sumatur T — (niyy^riK)» > ^P^* aequatio pri- 
mum tractata oritur. €acteziim ti m^thodo^ qua illam aequatio- 
nem elicuimu» apparet, i^am per restrictionem ad hanc formam oc- 
cultam esse perductam, ii^um' ca aequatio^ unde est nata 

perspicue integrationcm .admittat^ si per R 9 y — J/ 9 R multiplice- 
tur. £st enim 

nnde facta multiplicatione habebimus 

(R9i/ — yajl)a,(Ray^^9R)-f-3;i;V-i^--g— 6, 
cujus aequatlonis utrumque membrum per se est integrabile. In ae- 
quatione autem inde eruta integrabilitas minus perspioitur, multo ma- 
gis integratio est ab$co.ndita jn AequatIonibu3 f equentibus« 

Problem* ii4. 

915* dumto islemento dx /ronstantCi Integrationem hujus ae- 
quationis 

!/ y 9 9 y H- 2/ 9 y^ -f- A a: 9 rc* ==: 
ope multiplicatoris eam mtegrabilem reddentis perficerep 

5 o J II !? i o, 

Hic frustra tentatur multiplicator hujus formae Ldy-hMd x; 
tentctvr ergo haec forma 
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ac ponatur producti intsgralcr 

Iiyyay'4-Mjry^arajf*-f-Nsryaa;*ay-hVaa?*=:Caa;* 
eayas difrereiitiatio perdocit ad hano aeqixatioiieiu 
aa?5aV=3Lyay* -f-^Myaaray* -4-Nyaa;'V -^2AMaraa;%4-ANa?diP* 
—iU/dtf' -J^aa?3/(^+-SALaraa;W-S^9*»ay(^ 

--^3a?V(g) 
qinae ibrmnTa ixt integratToiiem admittat^ membra, quae d^^» dy' et 
3j^* contlnenty evanescere debenC: unde prima colligitm: L-y^^OV 
«bi (^ nasFcitmr ex differemiatlone ipsiusF Ir posko x constante^ 
Conslderetur erga x nt quantifaa eoustautf^ eritque ^ =r ^ ^ ideo- 
q;ue ItiHf/fia:^ Negligamus^ autem hane fuuctlotxem ipsius^ x^ eeii 
ej[ua loca unitatem «umamns^ ut sit LtZiztf et (^)=:^0 ; secundo 

erga t&se debet (j-)zr;Or Sumamua igitur M==:o, etiamsi M 
denotare possit functionem quamcunque ipsiuff Xf quaudoquidem tI^ 
debimus hoc modo negotium confici posse. Tertic itaque habebimus 

aumto ergo or constanfe^ erit 3Aar3yzzN9y-HydN, ideoque 
N y =z 3 A or ^ seu N =r 3 A 07, ubl itemm functiohem ipsius x f 
quae loca constanti& ingrederetur, negligimusr Cum igitur hactenus 
inrenimua Liz:y, MzirO* et Nzi:3Aar, erit d Vz:~3Ayy3y-H 
S-kkxxdXf quae formula cum sponte sit integrabilis scilicet 
V =; — ky^ -f-_A A a?^, multiplicator nostram aequatiouem integra-i< 
bilem reddena erit zzlS ffd^ -\^ti kx^dx^f «t producti integrafo 
&abebitur 

y^dy^^Skxyydofi^du-r^^y^^^^-^^f^^^^ 
qmA o& aoiBUiKm C est iniie^aliep completumv 
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CoroIIariniii 1« 

916» Hujus integralis membrum prlmum commode in tret 
faccores resolri potest. Si ponantur fermulae s^ — A factorea 
(z-^oO (z — ^) (z — y), ut sit 

a— /A, pi::zTLL±2i=i/A et y zzzZLL:!^ ^ A, 
erit integrale inventum 

existente 

«-f-p-f-yz:: O^ ap + aY-h|3y=:0 ct apyrrl, 
Ppsito enim -^ — z, habeiur haec forma 

z^-^3Accyz — Ay^^AAx^^ 
cujus factor si ponatur s — ^ — ^, fit 

z^ — 3;?<7:5.-r./?3^y3 _ Q^ 

ideoque 

s 5 

/j — y/A et 7= — a:]/A\ 

Corollariun\ 2. 

917. Sumto ergo constante CznO, tria obtincntur infegra- 
lia particularia 

y^ y -^ (tydx -^aoLxd xzizo^ 
et looo a scribendo |3 «t y, 

!/dy-— (3yda7-f-|3f3jp3a:i=0 et 

y^y — yydxr-^yyxdx=z o, 
quae posito ynux dant ~ ^ jv^E^iitJt^ » et porro integrando 

S c h o I i o n 1. 

918. Aequationem autem differentialem primi ordinis inTea-» 
tam difficilc est denuo intcgrare. A potestatibns quidcqi diiflrcreQti«^ 
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liuin, ponendo dy—pdx et y — «a?, unde flt ^~^r"» Kberari 
potest, ,prodit enim 

x^ (u^ p^ ^3 Auup — A w^ ^ A A) — C, 

<juae,sumtis logarithmis, differentiata dat 

djc uu^p(upp-^ A ) -4- tt a tt ( tt f>3H--g Aj> — Aft) 



X • uifi-f-3 AttUf — Ait3-HAA ^ 

quae loco -^ scripto -^, abit in 

d w (« p p -^ A)^ -f-wM^ — u)Dp(M/)p-4^A)n:0, 
ac per upp + A dividendo, oritur 

Adu-^uppdu^-^^puudp — u^ dp zzz O^ 
quae ponendo 7? zz: ^ aliquanto fit simplicior, scilicet 

Adu-h</d^^<judu — WM^gr— 0, 

cui autem posito Anm^, etsi particulariter satisfacit qzimu — mm^ 
tamen inde integratio completa erui ' vix posse videtur. Caeterum 
cadcm haee aequatio inter p tt u immediatc elicitur ex aequationc 
differentio - differentiali proposita, quoniam in ca binae variabiles a: 
ct y ubique eundem dimensionum numerum constituunt. Posito enim 
d yznpd X ct yzZLuXy abit ea in 

'uux^p-^uppdx^Kdx=Q, seu ^ rr J=^^^* - ^.^ , 

quae est ipsa praecedens aequa4;io« 

S c h o 4 i o n 2 . 

.9 19* Interim tamcn aequatio proposita complete integrari 
potest, indeque etiam eae, quas ex ea clicuimus. Hoc autcm pror* 
sus singulari ratione praes.atur,* aequationem illam adeo ad diffcf- 
rentialia teVtii ordinis evehendo. Cum enim sit 

y d . ^■~ -4- A X d jp — o^ 

«8 
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•Utuatur y^zrdv, ut fiat 

y3.|^ + Aa73am:0, seu ^. |j4- A ar 9 v zz: a,. 
quae sumto elemento dv constante,^ denuo diiTerentiata praebet 

■^- -\- Ad> X d V ::iz f seu 3' y -f- A y d v^ zz: r 

quae forma ita est comparata, ut si ei partTculariter satisfaciant 
y rz: P , y =: Q,. y = R , etiam satisfaciat y zr: D P -f- E Q -f-F R. 
Jam vero illi satisfacit ymrc "'*', si fuerit a^— A, cum igitur 'in 
Coroll. 1. ternae litterae a, (3, y eadem conditione; sint pracditae^ 
habebitur integrale completum. 

t^ =: D «— « " -f- E c— P •» -^ F c— 1"^; 
unde ob A a: = — ^, erit 

— Da a «—«■" — E 3 G c—P'" — Fy V «—T"»' 

X m; !— ! :: 

A 

seu mutatiis. constantibus , ob A n: a'^ :=^ j3' := y ^ ,. 

Hinc ergo aequationis- 

A 3 u -j- q d q -i- q ud u — uud q zz. 0' 
intcgrale complctum his formulis continetur 

_ S( g a e— «"" -^ S3 (3 f3 e— g'" -h g vv e— 'V^ 

ob. q—pu-=z^^z=.^^, quod. insigne est speciraen integrationis; 
inethodo direct& vix perficiendae. 

Problema 115. 
920. Sumto elemento doc constante, si proponaitur haec ae- 
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quatio 2y^3D^H-t/y92/^-f-X3r^zi:0, existente Xzzza^^x-^ 
yarrr, invenire multiplicatorem , qui eam mtegrabilem reddat. 

S o 1 u t i 0. 

Hic frustra tentantur multiplicatores formae 

sumainus ergo multiplicatorem hujus formae 
2hdy^ ^Mdx^dy-^Ndx^, 
et integrale statuatur 

Ly3 ay* ^ My3 a ar^a y2 _H 2 N y' a a;3 a y -hS a x*= 0, 
unde per difFerentiationem colligitur 
dx*dS—2Lyydy^-hMyydx^dy^^Nyydx^dy'-f-MX.dx%-^^XdJc^ 

-SLyydy^-^-^LXBx^dy^-^yWdy^^^^-^^y^dx^dy^^) 

-2/'^2/'(|)~ ^T^yydxV-tJ^yydx^df 

ubi sumimus L esse functionem ipsius y tantum. Ut ergo termini 
3y^ continentes destruantur, erit 

Deinde pro destructione teiminorura per dy^ «ffectorum erii 

— 2Myy-H^ — y^ (^) =z , 
et sumto X constante 

quae pcr yy multiplicata et integrata pracbet 

Myt/=:P— — ctM — — — ^ 
^ ^ y y y y^ 

denotante P functioncm quamcunque ipsius x. Jara ad lerminos 
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3^ toHendos, erit 

et sumto X constante 

quae per ^y divisa ct integrata dat 

ncglecta functione ipsius x addenda, quoniam irrationalitas |/t/ la 

calculum non ingreditur^ Erit ergo Nzzi^-j^ — ayli > *^ prop^ 

tcrea 

^c ;n rpx axx 4.>aax tt>:ya9p^ ^ «xax xap - 

unde fit integrando 

c XX px ?>:>9.3? , a:y3^aar 

— y y. y '^^* o^*' 

A pax axap ajy:y_^3x a^ias^v 

quae finitc cxprimetur si PmO,. cum ob Xzzia-ir^x -^yxx fit 
^^Xzz:0. Quocirca habemus 

atque 

yy ^* 

unde aequatio integralis est 

yV-2Xaa7%V4yDXaa:*ay + ^^^^ 2yt/da:^aaX =C()i:*; 
Aequatio crgo proposita 

2y^ddy -^yydy* -h^^^ioL-i^^^-hyx^x:}— o, 
intcgrabllis redditur multiplicata pcr 

T y^ '^ , yy 
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tunv vero est integralc 

— Ayirydx'^ ~H y / i= C d :r\ 

seu 

— 4 Y i/^ 5 ^^ — C t/ y a a;\ 

S c h o l i o n i\ 

92 f. Integrale hoc ita est intricatum, ut alla methodo vi*. 
inveniri potuisse videatur,. verum eilam ita est comparatum, ut nul- 
la pateat methodus id porro integrandi,. unde prima integratio pa»- 
rum lucri attulisse est judicanda. Quemadmodum autem in praece- 
dente problemate integrale completum ex alio fonte hausimus, ita 
, hic simili mt)do integrale eruere Hcet, quod eo magis est notatij' 
dignum , cum aequatio- proposita in se spectata soiutu sit difficilli- 
ma. Ponamus seilicet iiidem dxzizydv^ et cum sit 

erit aumendo jam elementum d^ constana 

a 3 » = !/ a « (ff: -,1^) = D a y - *-i-. 

Hinc nostra aequatio induit hanc formam 

2y^ddy — yydy^-)^ yydv" ioL-^-^x^y xx)~.o , seui 
^yddy — dy^^-i-dv^ {d-^^^x-^y xx) — Q , 

quae denuo differentiata praebct 

2^y d^ y-hyd v^ (|3 + 2 y aO zz: O , seu' 

2d^y + dvUi^-\-2y x) — 0,. 
diiferentieiur iterum, prodibitque 

2d^y -h2yydv^ zziOy sm d'' y-^y yd v^ — o , 
quam aequationem si aliimJc resolvcre, valoremque ipsius y pcr v 
exprimcre liceat, erit :r ~.y' z/ ^v,- seu. sine intcgratione :r:i:--~~« 
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— ~-. At manifestum cst, isti aequationi differcntiali quarti ordi» 
nis satisfacere y — 6^'*' , si :sit X* •+• y ~ 0. Ponamus ergo 
V nz — n^, et quatuor Jpsius X Iiabebuntur valores •A ziz :!: n et 
X — Hi: w )/ — 1 > unde ejus intcgrale coraplctum est 

y = A 6»-^ H- B £- '^'^ -H € sin. (nv-^^, 
hincque 

a::= + A,n._:|.-«^-!|co8.(«t;-f-04.1-,, 

qui ergo valores quoque satisfacient acquationi intcr x tt y propo- 
sitae, dummodo constantes A, B, d, ct ^ ita a se pcndcntes ca- 
piantur, ut quantitati quoque a conyeniant. His ncmpe valoribus 
substitutis ficri debet 

a + ^x — tTxx-^ a^a ■ — > 

ubi tantum terminos constantes considcrasse sufficit, quibus accen- 
seri dcbent ii , qui quadr^tum sinus c^osiriusye anguli nv -\^ / con- 
tincnt, quippc ex quorum combinatione quantitas constans cjcsurgit. 
Cum ergp sit 

2j/=z:2 A 6^*^ -f-2 Bc-"'»'-^-^ Csin.(nt;^-.^), 

I^ — nn A tf"'^ -h n n B e-»'" — n 71 C sin. (ni; h- ^), 
^ = nAe^'^ — nBe-^'^ -hnC cos. (nt;+-^), 
^_^^n^_ ic-«'^ — -?.sin. (ni;^./) -u ±,, 
crit sumtis termtnis mcmoratis 

P'^ Jn4 

— n*a:a?zz:2n7iAB — nnCC cos. (« y + ^)" — ?1 , 
^-^^^* zz:4nnAB — 2nnCC sin. (/i v -4- ^)% 

— 3^z=2nnAB — nnCC cos. (n v -f- ^), 
ergo 

«H-SnnAB — 2nnCCH-|^5~0, ideoque 
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dtrr 27172 (C C — 4 AB> — |^ ct 

a H- p rc + y a: a: zz: 2 n 72: (C C— A B) — (— J^ —nnxy- 

Manent ergo tres. constantes A,- B^ et ^ indeterminatae, ita ut nul- 
lum sit dubium, quia formulac: pro. ar et j^ datae integrale com- 
plctum cxhibeant^ 

S c h li n 2- 

922. Aequationes difFerentio - difFerentialeSy quas in hls duo* 
bu8 problematibus. tracta.¥imus^, ad simircm: formam. rcducl possunt;. 
Prior cnim; 

cxistcnte X — Aa? vel X— a-f-|3x,. si ponatur t/di/ — $dz scu- 
yyzziz^ induit jianc formam 

i^as/z+xao^^zzo, 

quac opc multipricatoris 7--^ — |- 3 X 3 o;*^ intcgrabilis' redditur.. AI- 
tcra vera acquatio^ 

yyi^yddy+dy^^-^yidx^^—Or 

cxistcntc XzioL-^^x-^-yxXy posito y:zz^y fit 

dy—lz ^dz ct ddyz:\z ^ddz — ^\z ^^s^, 

hinc Qyddy-^dy^^iz^z^ddzr sicquc acquatio» hanc induit formam 

^z^ dd z-^Xd x^— Oy quac intc^rabilis» rcdditur opc hujus mul- 
tiplicatoris^ 

i6d z^ 4Xdx ^?)z idXdx^ 

27=.' 3 £3 z^ 
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Hinc colligimus, pro aequatione 53 z^ — Vz^ 
torem 32'-4-X5a;^|/z, pro aequatioae autem 



zz fore iBulfipKct- 



3 



ZZO 



multiplicatorem forc 



/^Vzz. 



$eu sub uno conspectu 
pro aequatione 

zVzz 



dz 



multiplicator erit 



dz^^ 



3Xd3e*32s 



V *z 



-MaxdxV«- 



Caeterum hae integrationes maxime sunt notatu dignae, cum cx te- 
quationibus differentialibus altioribus perfici queant. Ita cum ex hac 
aequatione, xibi dv constans 

d^y-^Advddy-^Bdv^dtj-^Cydv^z=zO sit 

t^ =: S( c« •» -4- «a eP ■" -f- C c'^ ^* , 
61 fuerint a., ^, y, radices hujus aequatienis 
ra-f-Ar^^-f-Br-f C— 0, 



dx 



ponamus ^a/— *, et cum sit 



^ai,=3vd|j=v'a.2^ 



« 



•i jam dx constans sum.nmus, erit 



ddt/=:ddy 



ay 



«t 
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hlnoque per y y multiplicando 

quae integrata dat 

yyddy-^ydy^-\-kydxdy -f- By 5 x^ -+-(Ca:-f-D) a.T'-0, 

quae ergo per superiora integrari potcst. ' 

Probleraa 116. 

^23. Definire conditiones functionum P, Q, R et L, M, N, 
ut haec aequalio dilTerentio-diftereniialis 

ddy -^?dy^ -h-(>i.dxdy-\-Rdx' — Q 

antegrabilis reddatur raultiplicatore 

Zhdy" -h2Udxdy-\-^dx^, 

S o 1 u t i o. 

Facta rauttiplicatione integratio terminorum per 3 3 y affecto- 
rum dat 

l^dy^ -{-ildxdy^-^^iiidx^^dy, 

quare ponatur integrale 

L 9 y3 4- M a a? a y» -f- N a ar« d y 4- V aa?' — C a a:', 

cujus difterentiale aequari debet formulae proposilae in multiplica- 
torora ductae, unde oritur 

^x3aV-3LP.a2/*^3LQ.3aray3-«-3LR.axaay« 

.-+-2MP H-2MQ H-2MR5x% 

-^) -(I) -^-NP H-NQ H-NRax* 



/dM\ /^Mv /9Nv 

-KTy) -^fe) -(h> 



19 
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HIc ergp fierl oportet 

3LP-(g)— 0, 

3LR + 2MQ-hNP~(|^)~(|)=:0., 

Tum vero erit 

? V =: [ 2 M R -+- N Q - ©] a j/ ^- N R 9 ^ , . 

quae formula integrabilis esse debet. Ex illis autcm aequationibus 
colligitur 

•*^ 3LAd x/ "^ 3L Vy ^ 9LL Vd y ~*9LLAd «y^gLL Vdy "^^7^3 V^ y * 

Corollarium t. 

9 2 4, Si L, M, et N fuerint functiones ipsius ot tantum^ 
erit P-o, Qr^^ et R^-^^ - -^, hmc 

^^ /aMaM 4_M^*^ N^L ^Nn ;n N^M ttMN^L 

^^ V^Td^ 9LLdx"^3L^x dx)^y^ 3L "^ gLYT' 

ac coefficiens ipsius d y ^ebet esse constans. Quare per IJ divi^ 
dendo habebitur 

Cdx 2MaM , n3l 9N^ 



3 3*3 3 

/L SL/L 3LVL VL 



«t integrando 



W3 — — 3">^^^ ^ -dL ^^ yy- ' 

V/L slvl yL y L. 



ergo 
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Corollarium 2« 

3 

925, Sit MzrS/LS erit 
aMrzas/L^H-—^-^, et 

■V = C f/ + t/3 ' q S S /L - C Jjfl-^, seTi 

/L Vh 

Vr=:Cy-H-^s"3-JC/as/p, 

Vl 
tum vero 

NmiSS ]/L - C L5'f^-?=: (I S S ~ C/|f) /L, 

VL >'L 

€itque P— 0, Q = —^ et R— — 5—. Quare haec aequatU 

integrabilis redditur multiplicatore 

3 3 

3 
VL 

et integrale est 

♦ 3 

■La2/'H-Saxa2/2i/LL4-aa:2a2/aSS-C/95)/L4-Cyaa;» 

VL 

Vh 
C o r o ria r i u m 3. 

926. Hic quidquid pro constante C assumatur, idem hate- 
grale prodire debet. Hinc si Czz 0, aequationis 

3 3!' + ^-^^^^="' 

sVl 
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148 CA-PUT YI. 

muUipUcator erft 

3 3 

ct integrale 

5 3 

L a 2/' -H sa^^ay^ /LL -4. xSS^x^ay/L^-^^S^aa^^zzDaa;', 

S c h o 1 i n 1 . 

92 7* Ex lisdem quoque conditionibus, si dentur functloncs 
P, Q et R, definiri poterunt functiones L, M, N, quatenus qui- 
dem postrema conditio integrabiiitatis patitur. Veluti si sit P— -t 
QzzzO et R functio ipsius x tantura, puta RzizX, ut habeaiur 
haec aequatio 

cujus multiplicator si sumatur 

3Ldy^-^2Mdxdy^^dx^, 
ut integrale slt 

Ldy^-^Mdxdy^^^tidx^dy-hyd^^^^Cdx^ 

crit primo ^-y^ ^id^) ^ , et sumta x constante ^ zz: ^-^, hinc 
L zizSy^^^ denotame S functionem ipsius x. Deinde est. 

ct sumta X constante 



r y~~^^ multiplicata et integrata dat 
y-»»M-4-(;j^j^y«-+-«=:T funct. ipsius x. 



Ergo 
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^^a ___ sa.SX ^n+« \ 

(•«n-f-Od» ^ J 



CAPyT YI. -M9 

Tertio ficrl debct 

3&.\J/ '^'^ -^Tx-y ^^(n+.)d«» 'Sr — dy — "» 

unde sutnta x constante 

quae per y " multiplicata et integrata dat 

seu 

£x his autcm fit 

; — ^i^ j;3n+ 

quae formula ut integrationem admittat, ts:^^^ oportet 

(2n+i)X3T a> _ (5n4-a) XSas ^^H^, _ 3(3n4-i)SXX ax ^^^^ ^, 
"^ li + i) i^ a(a-f-0*d* 2/ (an-f-i) ^ "" * 

hic ergo singulae potestates ipsius y^ quatenus sunt inaequales, se« 
orsim destrui debent. Quare potestas \p * dat U~0; unde 
ctiam potestas tf^ ad nihilum redigitur. Potestas y'^^ dat 

(2w + 2)TaX+(2nH-2)XaT-H(2n+l)XaTr=0, 
seu X*^-+-^T*"-*-3 — A; at potestas ^" + ' praebct d^T^O, seu 
T^zzra-^-lSa^ + Y^^- Potestas vero y^^ postulat SzziO, nisi sit 
nzn — |; quo casu etiam potestates y^""+*' et^'*'^* sponte cva- 
nescunt. Cum crgo sit UzO, SziO et Tz:aH-pa:-^ya?a?, hinc- 

— 4n— 5 

que Xi:B (a -h j3 ar -+• y o? ar) * '^+^ haec aequatio 
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— 4^ — 3? 

integrabilis redditur ope multiplicatoris 

S c h o 1 i o n 2. 

9 28. Quanquam plurimum abest , quominus liaec mcthodus 
satis adhuc sit culta, tamen specimina in hoc capitc tradita abun- 
dc deolarant) quanta incrementa inde expcctare qucamus, unde ejus 
cultura maxime Geometris commendanda videtur, Quoniam igitur 
m^thodi, quibus in resoiutione aequationum differentio-difFerentialium 
uti convenit, satis luculenter sunt expositae, ad sequens caput pro- 
grcdiamur, ubi integrationem hujusmodi aequationum, quatenus qui- 
dem id commode fieri potest, per series infinitas ostendemus. 



Digitized by 



Google 



CAPUT VIL. 

D E 

lESOLUTIONE AEQUATIONIS: 

FER SERIES INEINITAS.. 
Pr»blema 117.. 

929.. 

Sumto elemento d x constante , aequationem difTerentio-differentialem 
3 5 y -f- rt a.'" y D a:^ — per seriem infinitam integr&re. 

S o 1 u t i a. 

Quaei-imus hic seriem secundum potestates ipsiiis x progre* 
dientcra, quae valorem ipsius y expriraat; ct quia in altero aequa- 
tionis nostrae termino quantitas x cum suo differentiali 3 x nullara, 
in altero vero n -f- 2- dimensiones occupat , evidens est exponentes 
potestatum ipsius x differentia /i -h 2 ^scendere vel descendere debere 

I. Ascendant primo exponentes, et fingatur series 
. j/=:Aa:^ + Ba;^ + « + ^-|-Ca:^ + »«-+-4-4-etc.. 
critque 

^^rrXa — 1) Aa;^-*4- (XH-n-h2) (X-f-n+ 1)6:^^+«-+- ctci' 

a 

ax^yzn ^ . . . .. akx^'^^ 

unde patet primum terminum solitarium evanescere debere, ut slt 
2t (X — 1) :z:: 0. Quare capi oportet vel X — vel X zzi 1, sic- 
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que duplex serles «btlnetur 

j^ :zz A 4- B a;»-*-» ■+. C a:»«^-4 -+- D a:* «-*-« h- E a:4»-*-« -+- ete. 

substltutione ergo facta fieri oportet 
0=(w^2)(n-i- l)Ba;«H-(2/i-i-4)(2n-i-3)Ca;"+*H-(3n+ dXSn-^-^^Da:"'-^-». etc. 

-f-aA -»- «B -+- a C 

0=(n-H3)(n-i-2)S5a:*+-*-H(2n-+-5)(2n-+ 4)S'c»"+'-i-(3n-h7)(3n-f-6)©a.-"'+*-^ etc. 
-f-a9( H- a 93 ■ -+- o S 

unde lUteris A et ^ arbltrio nostro rellciis, reliquae per eas ita 
determinantur 

B — — "-^ . C —JH?-:? • n — "9 etc 

'^ (n-t-O (a-f a) ' '" a(an-f-3) («H-») ' ^ 3 (3n-+-5) (n-t-t) '^^^' 

•^ (n-H3)(n-4-a)5 ^ a(an+4T(n+»> ' ^*^ 3(3n^7) (iH-a) "°* 

slcque habebitur integrale completum ita expressum 

aAa;"-*-» * a» A ar»«-»-* 

y :n A — -— — — — ^ — -f- 



-f-S(a: — 



l(n4-l).(n-f-2) 1 . 2 (n-*-l) (2 n-H3).(n-h- 2)« 

1.3.3 (n-^l)(2n-4-3)(3n-t-5).(«-H2)^ -T e c. 
rtSlx^-t-* a2 2la:'"-^-* 



1 (n -(- 3) . (n -f- 2) / 1 .2(n-+-3) (2n-i-&).(n-h-2)« 

* a3gj3,5n-h7 

«— , _j_ etc. 

1.2.3 (n-<-.3) (2n-f-5) (3n-i-7) . {n-i-2)^ 

It. Descendant jam exponentes^ et ficta seric 

y = A a;^ -f- B o^— » —» -f- C a;^ — » "» — 4 4- etc, 
habebitur 

||f = X (X— 1) Ax^— » -f. (X_n~2) (X— n— 3) 3x5^-»-^*+ etc. 
a «"y zi: « A a?^-H« -i- a B x^ — • -f- etc. 
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1&3 



«t)i cum terminus a^^ + ^^sui sirailem non habeat, tolli ncquit, ita }\i 
hinc nuUa aequalionis resoUitio obtineatur. 

Corollarium 1. 

9 3 0. Geminata series pro y inventa, quoniam litterae A et 
^ arbitrio nostro relinquuntur , integrale completum aequationis dif- 
ferentio-differentialis ddy^cix^ydx^zzzO exhibet; tribuendo autem 
litteris A et 91 datos valores, integralia particularia nascentur. 

Coroiiarium 2. 

9 3 1. Si ponamus n-f-2~m, seu nz:zm — 2, hujus ae- 
quationis ddy -^cix^ ^ydx^nzO integralc compictum ita com- 
modius exprimetur 

a Ax^ a^ kx'^^ 



y-{ 



^x^ 



1 (m — l).m 1 .2(m — l)(2m — l).m/ 

. -^ ctc. 

i.2.3(m— i)i2m — 1) (3 m — 1) • m^ 



+ 



1 (m-i-1) . m ' 1.2 (//i-f-i) (2m-hl) . m^ 

-4- etc. 

1 .2.3(m-f-l)(2m-f-.l)(3m-^-i) .m^ 

Corollarium. 3. 



9 32. Si cxponens vi fuerit positivus et unitate major, hae 
scries eo magis convergunt, quo minor valor quantitati o: tribuatur: 
aliis vero casibus in praxi hae series aclhiberi nequeunt, nisi fortc 
eae ipsae in alias convcrgentes transformaii possint. 

S c h o l i o n 1 . 

933. Dantur lamen casus, quibus hae scries omni plane usu 
destituuntur, quod evenit, si quisplam facloium denominatorcs con* 

20 
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154 CAPUT VII. 

stituentium evanescat , sicque omnes teimini sequentes in infiniiUtt 
excrescant, quibus casibus series in atias formas transmutari eoh- 
venit. Hic primo occurrlt casus m~0 seu nnz — ^2, quo titfi- 
usque seriei omncs termini praeter primos fiunt infiniti^ hoe vefo 
casa aequatio; quae tist ddy^ ^^^^ nn 0| «ini &t homogenea , 
singularem integrationcro admittit: invcniri. rnim potest potestas ip- 
sius Xj quae -pro t/ substituta aequationi satisfacit. Ponatm- scili- 
eet yzizcp^^ prodibitque 

A (X — i) x^ — ^-\- ax^-^^—Q, seu XX — X-f-anO 

unde colligitur X == i j:: y' Q — a), ob quem duplicera valorcm C5t 
jptegrale complctum 

quae aequatio casu ci^ \ abit in hanc formam 

11 
y — kx^ sin. [(a — J)^ / x + a] ;. 

unde patet , casu azrzl fore 

yi:=(A + B/ar)/x. 

S c h 1 i o n i. 

9 34. Reliqui casus ad incommodum ducentes sunt, sr vcl 
m ~ 4- vel m zi: — 4- denotante i numerum qucmcunque inte- 
grum, Casu m — 4- prior tantum series fit incongrua, casu vcro 
??i~ — y posterior tantura. Quare illo casu poncndo A— hoc 
vei^o S(~0, series saltem una idonea habetur, integrale particula,- 
re exhibens. Yerum cognito intcgraK particulari quod sit yzzi P, 
inde aequationis 

integrale completum eruitur ponendo y~¥z^ unde fit 
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at per hypothesin est 

aaP-haa;«-»Paa;2 = 0, 
ergo prodit 

Pddz-i-2dPdz=:0,6cvi 



P Pdz=.Cdx et z — Cf] 



pp' 



Cum autem P sit series inflnita , hinc valorem ipslus z cognoscere 
haud licet. At casibus iliis raemoratis pars integralis logarithmum 
ipsius X involvit, quod vcl inde intdllgitur quod — aequivaleat ip- 
81 l X. Quare in aequalione 

ddt/+'ax^'^^ydx^ — 0, 

poncndo yznp -^ q Ix^ ob 3 f/ zn ^ ;? -)- ?-^ -f- 3 7 / rr, crit 

-4-rt q x'^'^* d x^ l X — j 

in qua partes Ix involventcs scorsim destruantur necesse est; ita 
ut hac bina^ habeantur aequationes 

dd q^- aq x'^'^''^ x^ — et 



ddp-{- 



idxdq qdx 






0, 



ubi pro q ca binarum supcriorum serierum ajcipi debet, quae ca- 
8U oblato incommodo caret, eaque constituta ex postcriori acquatio- 
nc facilc quantitas p per scriem exprimctur. Hujusmodi casus in 
scqucntibus excmplis cvolvamus; tantum notemus illam opcrationem 
perindc sc habere, ciiamsi loco Ix sumatur Ix ^-a^ ita ut inven- 
tis p ct q futurum sit 

ynzaq-i-p-j-qlx, seu y :=1 p -\- q l ^ x. 



«4t 
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Exemplum 1. 
935. Posito m zz: 1 , hanc aequationem 

per series reolvere. 

Posilo y ~ p "\- q l X ^ cnpi oporict 

q ^X ^ -^ "+^,.a. Q.3 i.a.a.3.3.4 

pro qua ponamus breyitatis gratia 

tum vero quaeratur p ex hac aequatione 

fingamus ergo 

;? = A -I- B a: -4- C or^ -4- D a:^ + E o?* -f etc- 
critque facta substitutione 

2 C-|-6Da:H-.l2Ea:a:-H20Fa;^ + 30Ga7^^ 

H-22i^-^4S3-{-6a: 4- 8® 4-ioe +12^ (_ 

-+:aA -+"aB4-aC + aD -f- aE 4- aF 

Cura jam dentur coefficicntes % ©, €, ©, € etc. crit A — — ^ ; 
quantitas B non determinatur , tum vero 

p —3 g «B -f- 5a^ a_B 

^ 2 i.a 7377^ i.ti» 

j^ ->6e aC — 6a'g «C 

^ ifl '3.4 i«.a«.3Si4« 3.4^ 

T> zULf ?L^ — Qfl^y ?^ -,*-^ 

^ flp 4.6 1». a«.3^.43.6« 4.6*^^^^' 

ubi pro B scribere Hcet 0, quandoquidem in integrali t/zzp +-qlx 
ftddimus partem aq, quae ex littera B oritur» ita ut s\t 
/?=:A-+-Ca:'-f-Da?^4-Ea?*-4-F o?^ -f- etc. 
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Hine crit 

13.*»> -^ iJ.a3.3* ' i3.ft3.33.4.«» '■^ 75.23.33.43.^«' ^^' 

ubi notetur esse 

14—3.3^5.1, 70rz4. 14+7. 1.2, 404z 5. 70 -+-9. 1. 2. 3, 
ct pro sequente 2683i:6.404H- 1 1-4.2.3.4; estque 



£ X e m p 1 u m 2. 
9 J6. Posito mzzz — 1 /lanc aequationem 

/7€r ^erie^ resolvere^ 

Posito y—p^aq-^qlxy capi oportet 

^ 4 fl A , g* A fl3 A , 

9 -^ "~ rTx"^i.fl».3x« i.a«.3».4«3'^ ^^^* 

pro qua ponatur brevitatis gratia 

tum vero quantitas p ex hac aequatione definiii debet 

Fingamus ergo^ 

unde facta substitutione prodlt 

— A— B — C'— D— E— F ( - 

— 2B — 4C— 6D— 8E— lOF t ' 

-fi€-f- 6<Dh- I2€ -f- 205-f.30 6 ) 

et coefficientes §(, fd, €, ID, €, etc. ita determinantqr, ut sit 
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Kzz: — ; secundus 95 non definitur, tum vero est 

• ^ \J^ ^^ a^ — 3a A ajb 

^ 1. a 1.2 i^.a*. I. a* 

^ a.3 a5 2'i, ^^ 2.3» 

^ .3.4 3.4 2X3^4« 3.4» 

<> 9E 0« 9fl^ A a€ 

^ — 4.6 4.5 23.3^4^5^ 4.6' ^* 

«i suraatur, id quod sine detrimento generalitatis fieri licct, ?5 — 0, 
ita ut sit 

/^=:S(a:+|+^-f-^4.^^-etc. eric 
^ -^^A gv „- f--4g"A m — — 70^'A 

^ 13.2« » -^ i3. 2^3* > ^ i3.a3. 3^.4* 

Cfc +Mfl^A 

O — ii.23. 3i.4i.62» ^'•^* 
qui valores similes sunt praecedentibus. 1 • 

Exemplum 3. 
937. Posito mznly hanc aequationem 

per series resolvere. 



Posito yz=zp-+.ag -^qlxy capi oportet 



, — 2(a:-.4««^ 



5 



q — ^x—T^x -h 7X3.4 — ..a. 3.3.4.5 



_i. '^*^"^» x^ — ctc. 

^1.2.3.4.3.4.5.6 



pro qua breritatis gratia scribatur 

3 $ 7 , 

tum rero quantitas p ex hac acquatione definiri debet: 
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FingamuB ergo 

prodibitque facta substltuticne 



^x^^-^yl ^«<^ -+.tf D|/a?4-flEa?-V- 






4-22l-+-3^^4€ +5© -f-0€ ■4-7§ r— °' 

— ^-f-O 4-|C -f.2D 4-t^E +0F 4-3^50 J 

Hinc colligitur fore 

j^ -zzl ^ — sr 

" a ' 4 a a* ' 

^ ct B non detcrniinatur, porro 

p — 4flB 8» — 4.aB 3aag 

" 1.3 1.3 1.3 » I». 3*' 
p . — 4flC 12^ — 4aC i>. i6. g* g 

a.4 a. 4 2.4 1.3. 2*. 4»' 

£ Hifj? 16^ --4aD 1G.64. q*g 

3.5 3.5 3.5 "*" 1.3. a.4. 3^ 5** 

4-6 4« 4-^ 1.3.3.4.3.5.4^6«' ^^^' 

Quodsi jam ponatur B— ut «it 

erit 

rt. g'4<»^ T) — Too. i6.a«g p 1864. 64. g» M 

i».3»' ^ i».3».i«.4« » -^ i^.3«.a».4a.3^.5»' 

p — 524.16. ^56 a^ 91 

i».3". 2».4«.3*. 5*. 4». 6"' 

nbi notctur esse 

100 = 2.4.8-+- 1.3. 12, 18«4n3.6.100^1.3.2.4.l6,. 
5241 6 = 4. 6, 1884^1.3.2.4.3.5.20. * 

Exemplum 4. 

9^.38. Posito mzz: — |, hanc cuquationem : 
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per series resolvere. 

Posito yzizp-^aq-^rjlx, capi opqrtet 

pro qua brevitatis causa scribamus 

1 • j S 2 —5 

et litiera p ex hac aequaiione definiri debet 

^^^ « XX *^*x/x 

Fingamus 



I 



2 —5 

-i-^x -^&x ^-^-etc. 

ct facta substitutione prodit 

«A fl« a95 « £ _^ «© ^ «* «S 



^xVx^ XX ^ xxV x'^ x3 ^ x3Vx x^ ^ x^ V xi 

^A^ B — C— D— E— F 
— B _2C— 3D — 4E— 6F 

unde sequentes dcterminationes colliguntur 
Stzz^ et A=i^z=:A' 

a 4* ^^ 4«a 

at SB non determindtur : porro 

^ ^1.3 "^1.3 1.3 1^.3»' 

• a,4 "^ a. 4 a. 4 '^1.3. »'4^' 

g; — 4ag) 16D , — 4aO _ 16. 64a3A 

^ 375 "^3.6 3.5 1.3. 2. 4.3». 5»' 

qj ^4ae 20E —^4 7g ao. a56a4A , 

O ^ — 4.6 *^ 4. 6 4:6 "^ 1.3.^.4.3.5.4^6»' ^^^' 



mo, 
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Quodsi jam sumatur S& n: , erit 

^ — m» / "^ — i*.3«.a».4" ^ ^ — ' !•. a*. s*. ^^. «r? > 

^ui numeri ut ante progrediuntun 

S c h o 1 1 o tt» 
939. £x his excmplis perspicitur , quomodo fteries aequalioueiil 

resolventes in reliquis casibus, quibus m~^^, inveniri oporteat; 
ubi observetur, si sit mnz-h^-, pro q hanc seriem accipi deberd 

g=:^x ^^x ^ '-{-^x ^ i -f-SDa;' T -h etcv 

tum vero formani ipsius p tali serie exprimi 

JL A L 

;? — A + B a;^ -f- C a:' + D x^ -f- etc. 

cujus coefficientes ex superioribus ut ante definiantur. Sin autetn 
sit m— — h, pro q sumatur series 

9 — A + Ba? T4-Ca? «+Da: *'-+• etc. 
at pro p hujusmodi formam accipi conveniet 

l—i. 1— A 1— A 

prz^x -^fdx t ^^x /4-S)a: t-f- etc* 

unde pariter singulos coefficientes uno excepto determinare licebit. 
Atque hoc artificium in genere est tenendum, quoties in resolutione 
aequationis gencratis ad series perVenitur, cujus coefficieAtes certid 
casibus in infinitum excreScunt, quod plerumqite indicio estj loga» . 
rlthmos esse introducendos. Verum etiam eadem aequatio d d y -^ 
ax^ydx^znO aliis modis per series resolvi potest, duili ea art-^ 
te resolutionem in aliam formam transmutatur , ubi cum evenire pos- 
.sit, ut Series certis casibus abrumpatur, quibus acteo inlegrale re* 
rera assignari potest, talem transforiuationcm maxime notabilcm hic 
cxplicemus. 

31 
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162 CAPUT 'VIL 

Problema ItS. 
9 40. Aequationem dlfferentio-differentiatem. 

in aliam formam transfundere ^. cujus resoluuo per seriet infinjtas 
commode institui possit. 

S a l u 1 1 o. 

Utamur substitutione yzzze^P^* z^ ubi p «t ccrta funcuo ip- 
sius X aequationem commode resolubilem suppeditans^ Erit ergo^ 

ddy — e-^P^* (ddz^2pd3odz+zdxd.p -i-ppzdx^)^ 
trnde aequatio proposita abit in 

ddz-^^pdxdz-^zdxdp -^ pp zd x^ --{^ax^ zd x^ z. y 
ubi p ita capiatur, ut fiat 

n 

pp ^ a x^ zn y seu p ziz x^ ^ — a. 

Ponamus ideo azzz — c c et w ~ 2 m, ut proposita sit haec ae- 
quatio 

dd y — c c x^^yd x^ zzLOy. 

quae posito. 

pzzicx^ et y zzie-ft^^ zzz: e^^' z^ 

induet hanc formam 

53s-f-2(:a;^3a?5z-f-mc a;^~ ' z D a?^ — O^, 

in qua, cum x occupet vel nullam, vcl m -f- l dimensiones, fin- 
gamus ipsius z valorem 

z 1= A 0?^ + B a?^^-m-}r I ^ c ^x + 2ni.4-2 ^ etc. 
quo substituto fit 
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X (X — 1) A a>^ — ' -4- (?^ -^- '^ + 1) (X 4- m) B a;^H-m — i - o , 

.-4-'2XAtf . ■ • 

-^ mA c 

unde perspicuum est sumi deSere vel X nz vel X ~ I . Consc- 
<juimur ergo seriem duplicataio rhuju^mpdi ^ ^ . 

qua substituta fit 

(m+l)mBa;'»^'-4-2(m4-l)(2m-^-l)Cx^^-^3(m4-l)(3m+2)Dx3^-+"*; 
H-^Ac H-2(m-f-l)Bc -+-4(m-4- l)Cc 

-+-mBc -+-mCe 

-f-(m^- 1 )(m-+-2)^:c'^^2(m+ 1 ) (2m-4- 3)Cx^^"^"'-4-3 (m^- ^(^m-^-^^SDx^^'*'^^ 

H-25(c -+-2(m-h2)?Bc ^2(2mH-3)Cc >=0 

-+-m9((? H-77z23c ^m(£c 

unde utrique coefficientes scquenti modo determinantur 



m (m-f- i) 



C ziz 



— (3m-H3)B c 

a (sm-HO (^-H ') 

ry (6tn-f-4)Cc 

3 (3m-h-aMm-}- i) 
£ , — (7m-^6)Dc 

' /|.(4^-f-3j(m-h0 

etc. 



gx — — (^ + O^g 

'^ (Trt-)-2)(ni-h,3 

^ — (5mM-4)igc 

^ a (a m -H 3) (m -H O 

(jv — (5m-f-6)a:c 

'^ 3 (3m-|-4i(m-H 

ff — ( 7^+.8)^c 

^-^4 (4fri-t-6)(m-t-. 

etc. 



ubi bini cocfficienteS A el 9( manent indeterminaii, ila ut hoc In'^ 
tcgrale completum sit censendum. 

jiiUer. Sumta serie, in qua exponentcs i|:sius x decrescant^ 
fieri debet 

2 X -4- m — scu m nz — 2 X , 

ut aequatio nostra sit 

ddy — c c x~^^ 2/ 5 ^^^ iz= ) 
quae posito. 
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tbk m 

Fontmud ergo 

«=:Aa^H- Bd:»^-"4-Cx**^— • -+-D;i:^^-^^ -+- ctc. 
et subdtitutione facta prodit 

X(X— l)Aa:^-*-f-(3X~0(3X— 2)Ba5^-3,^(5X— 2)(5X— S)Ca?5^-*> 
^XAcx-^-^H-^CSX-OBc-i-^CSX-^^Cc ^2(7X«3)Dc V ^^^q 

-2XAc ~2XBc — 2XCc \ — 2XDc } 

unde coefficientes ita determinantur 

■g — X(X — i)A ■ — X(X— i)A 

*^ • (4X — 2)c a(aX — i)c 

p >>-(3X— i)(5X-a)B — (3X — i)(3X^gjg 

^ (8X — 4) c 4(aX-iyc 

j^ — f6X — g)(5X--5)C — (5X— g)(5X — 3) C 

^ (laX — 6)c 6(aX-i)c 

p — (7X — 3)(7X-4)D _ — (7X — 5)(7X — 4)1^ 

** (i6\— 8)c 8CaX — ijc 

etc. 

Hic unius tantum litterae A varor arbitrio nostro relinquituri ex 
quo haec series tantum integrale particulare exhibet. 

C o r 1 1 ar ium i^ 

^At. £x solutione priori patet^ alteram seriem terminaii 
quoties 

(2 £ -f- 1) m -4- 2 i — , seu mzz. -^- 
alteram rero quoties 

(2 i — 1) m 4- 2 i zz , seu m zn ^^^~~ 
denotante i numerum integrum quemcunque. His erga casibus itt- 
tegrale saltem particulare finite exprimi potest. 
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C o r o tl a r I u m 7. 

942. AUert solutio praebet scriem flaka»» qttottes ^^rh r€i 
(3 i -+- O X — i n: vcl <2 i — I) X ~ f =: • ^ 
kdc est 

X in -r^rr- ct m ~ — r^rr- > 
ttt antc. Reliquis vero casftus haec serics m Inffnitum excurrit. 

Corollarium 3- 

giS. Casus ergo, quibus haec aequatio 

^d y — ccoT^^rr^ — 
atque adeo posito yzneJ*'^^^ eiiam haec 

du--^^ u ud js^nzc c x^ d X 
integrationem saltem partioularem admittit , sunt n zn -"-^^ sumen- 
do pro i numerum integrum quemcunque. 

S c b 1 i o n. 

944. Sufficit autem integrare particulare invenisse, cum ex 
co facilc integrale completum erui possit. Cum enim in integrali 
insit littera* c, dum aequatio difierentialis tantum quadratum cc con- 
tinet , perinde est si ve in integrali sumatur -f- c sive — c. Hinc 
si integrale particulare sit y — P-}^cQ, erit etiam yzzzT — cQ 
integrale particulare, unde integrale completum erit 

f/ = a(P-hcQ) -f-(3(P — cQ), seu yzzaV^^cQ. 

Quo haec clarius, explicentur^ ad solutionem alteram aequationis 
dd y^^ c c X ^^ ydx^zziO accommodentur , pro qua ponendo 

brevitatis gratla — j^ a?*"*^zz:f, fecimus yzize^^Zy et invenimus 

_ X(X->.)(3X-,)(3X->2)(5X^a)(6X--3)A ^-X-3 ^ ^*^ 
a.4.6(a\-.j)3ci * . -+- CIC. 



Digitized by 



Google 



166 CAPUT Vlf. 

Pro qua expressione distingucndo tcrminos per potestatcs pares »p- 
sius c divisos ab iis, qui per potcstates imparcs. sunt divisi, scriba- 
mus a zz P — c Q, jta ut jara P et Q tantaoi potestates pnres ip- 
sius c contineant, eritque inlegrale particular« uniun 

«/ — c' ' (P — c Q) 
et alterum 

y — e-^H^-^cQ), 
unde conipletum erit 

2/ = I P (a c*^ ' H- f3 e—'*) — |c Q (a e*^^— (3 c-*^»), 

Hinc si c sit numerus imaginarius seu c c z:z.— bb, ut aequatio slt 
d dy -{- b b X ^^ y d x^ zzz , erit 
srrP— *Q/— 1 et 

^ei — ^tV-t — co«. 6f -h/ — - l.sin. 6<, «rgo 
yz=.V Q±lcos.bt^^ /—1. sin. 6 t) 

— *Q(-7^cos.A< + ^-tP|/^l.sin.6<)/— 1. 

Sit^LtJ?:^^ et ^7i/-l=5, 
Atque integrale completiim hoc casu ita exprimetur 

y zziV (y cos. 6 f 4- 5 sin. 6 t) — bQ(jScos.bt-^y sin.bt), iseu 
y = (Y P — 5 6 Q) cos. 6 f 4- (5 P -4- V 6 Q) sin. A t. 

Casus ergo hoc modo integrabiles evolvamus. 

E X e m p 1 u m i . 
9 45. Integrak aequationis 33y — crydx^ — invcnirf. 

Hic cst X m et z zr A . atque' / — x, unde ob P zn A 
ct Q — , erit integrale completum 

Casu autem c c zn — b b^ aequationis dd y -f- hhy d x^ zn Q in- 
tegrale completum erit 
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y ~y ccs. b X -^S sin. 6 x. 

E X q m p l u m 2. 

9 46. Integrale aequatianis, d dt/ — ^ c x""^ y d :r^ rzO in^ 

venire. 

Hic ob X i^ i C8t z — A a?, ct < — — J , undc ob P — x 
ct QrzO, fit 

Casu aulcm cczzz-. — bb aequationi» 

ddy-^bbx^^^ydx^znO 
ihtegrale cst 

yzii{(tcos.bt-^^sm.bt)x^ cxistcntc tzz:^^. 

£ X cm p lu m 3. 

947. Integrale aequationis ^dy — ccx ^ y d x^ zn: m- 
venire. 

Ob X = i, fit Bzz — z^» et zrziAa;? — A, atquc t=5x^, 

I 

undc P— 0?^ ct Qnr-i-. Integralc ergo erit 

Casu autem cc~ — bb^ aequationis 

ddy-i-bbx ^ydx^ZLO 
iiitcgralc est 

r 

2/i:(acos.6i-+-|3sin.60^'^H-^'j(|3cos.6i — asin.60- 
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EjLemplum i^ 
948. Jntegrale aequationis ddy-ccx ^yBx^:zO invenire. 

Oh X — 8 fit B""— ^^ 3r:Arc^+ A.a:, ita ut sit Pror^ ct 
^-irc- Posito ^i:go iz: — Zx 3, integrale ita cxprimitur 

Casu auteni cci: — bb aequationis 

8 

ddy-^bbx ^ydx^-zn 

integralc est 

j « 

yiLx^ (SL cos. 6 / -4-|3 sin. bt) — —j^ (j3cos. b t — a sin. b t). 

Exemplum 6. 

8 

9 49. Integrale aequationis dd y — c c x ^ y d x^ z: in^ 

venire. 

Ob Xzf,.cst Bz:^^ ct Cz:±f^, hinc 

zzAx^-|^ai-f--|i., ideoque ' 

Pzx^-*-^ et Q-,— ^^- 

5*cc -^Scc 

i 

Pd^to crgo ^izSa?^, integrale erit 

y=(x5V.^5^..)(a€^fH-P«-«0 — —-^^^ 
casu au:cm ccz: — i6, aequationis 
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integr&le est 

y={x^--^^((tcos.bt^^sin.bt)^^^^ 

Pr ob 1 cm a 119. 
9 5 0. Aequationis diffcrentio-differentialis 

ddy -h cc x^^~^ y^ x^ — 

integrale completum assignare , denotantc i numerum integrum quem^ 
cunque, 

S o 1 u t i o* 



Sit brevitatis gratia «zrr— (2i — Ox^' — ^ unde fit a?»*~* 
— — \ ~ 9 ac posito yzzief^^z, pro yalorc ipsius z pet se* 
riem invento 

t f-f-i' ?*+■» 1^5 

z zr A a?^'— ' + B a-»^— ' 4- C x^^—' + D a?"— ' -f^ ctc. 
ob X zzz -^— , hi coefficientes ita determinantur 

** a(aT^7n' '^ 4(»«— 0~' ■" ~«(a,— Oe *^*' 

qiubus substitutis, et introducto valorc x^^ ' zi: ^^^^" ^^,. erit 

i 

sivc hoc modo 

/« V act ^ a.4.c.ff a.,^.6.ci^i -j- civ,.y. 

Atque hinc aequationis propositae intcgralc completum ita cxprimetur 

22 
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ubl in utraque progre&sione lcx formationia singuloruni. terniinorun 
C8t manifesta.. 

Coroirarium f- 

>B 1. Hinc quoque illius aequationia 

integrate completura, manente tziz—^ (2i— iyx^^^\ est 

C o r o 1 1 a r 1 u m 2 ; 

96 2'. Si i sit numerus negatirus » haec integi*atio periude suc^ 
eedit, aequationis enim 



posito < =z (2 i -+- 1) a?""+" ' , integrale erit 

- f»V <'+') 1 >•("-■ )(»M)C»+ 5; i(»i-)(«-4)(n-9)(»-.6)(»-i-5) . va««'-flc-«h 
'^ act "^ a.4.6c»t» ^ a.4.6. «. loc^fj -f eic.;<.ae pc /. 

Corolilarium 3L 

95'5. Simili modo hujus aequationis 

—4» 
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posito fzz(2i^ Ox''''^\ integrale completum erit 

^ /«/[(thO /("-0("-4)0'H-3) y(ff^.)(//^ 4)(//^9) fy7-i6)(/4-5) ^.^w/^^^^ A/ ^ • I. A 

^ ^ ^T^T ..4.6 63f3 "* M^6^«."'oin5 ^-ctcOcpcos. W-asin.i^). 

Corollarium '4. 

^54. In formuUs sinus et cosinus continentibus si ponatur 

a ~ C sin. ^ et (3 ~ C ros. ^ , 

expressiones noslrae ita contrahuntur, ut fiat 

a cos. 6 f -+- p sin, 6 < rr C sin. (6 < + ^) et 

(3 cos. ft ? — a sin. ft < zz: C cos. (6 < -4- ^) , 

ut jam hic C et ^ sint constantes arbitrariae integrale complelum 
reddentcs- 

S c h o 1 i n. 

955« Hinc egregtum adipiscimur adminiculum ad casus inte^ 
grabilitatis hujus aequationis differentialis primi gradus 

agnoscendos, simulque integralia completa definienda; nascilur enim 
haec aequa^o ex ista 

ddtz-^ax^ydx^zziO^ ponendo i5 zr: e -^" ^ * , 

unde ex illa yicissim haec oritur, ponendo uzzz—^. Cum igitur 
istius integrale assignare licuerit casibus quibus- exponeris niz-^^^r^— 
iisdem ^casibus integrale aequationis differentialis primi gradus assi- 
gnare lieeblt, ubi .quidcm duos casus evolvi convenit, prout a fue- 
rit Yel numerus negativus a~ — cc vel posiiivus a— -f-6i. 
Hos igitur duos casus pertractasse operae erit pretium. 
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P r ob 1 e m a i2(>. 

956«. Denotante i nuTOerum integrum sive positivum sivc nc- 
gativum quemcunque, iuveDire integrale hujus aequationi& 

JZlil 

S I u 1 1 a. 

Posito u zn r-^r h^^^ aequatia transformatur in Tstam 

— 41 
3 3 j/ — cc37^^"+-' ydoo^ zn a, 

$umto eleraento 7) oc constante, cujus integrale assignavim.us. 



Posito scilicet i ~ (2 i + l) o;* '"+" ' , est 
^ ^ ^^ 2. 4.CC ^ a.4. 6. dc4 '' '^ -f^ei.c.^ 
^ r' y\ 2c ^" ^ a.4.6c3 ^' "^" a. 4,6.8. 10 c5 ^ ''-i-etc.J, 

Ponamus brevitatis gratia 

yz=z(a c^^ + j3 «~f^) F — (a ^^ ^ — ^ e"^^) Qv 
et cum sit 



— %t 2 i 



d t zzz 0?^ ^+ ^ 3 or, seu d.xziz x" ^-^ ' d t^ 
erit 

- g^ — , (^e^^-+-p6-<^o(ap-cQao + (ae^^ — |3c-- ^or^paf^ao > 

sive 

^ — ^^'^ (3P-+^P^^~^Q-^QaO-^-<3g-^^ QP^c?dt^dQ-cQdt) 

At Tero eat 
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z-r^) -{l!±l)/i-i '(" -')("'~4J('-l-3) ,f^3 ^•(?/-!)(/y'-4)(^'?--9 ) ("--»6)0'H-5) ^iH.i^ . ^^^ ^ 

^^'^-•""^T"^ ""• 2.4.6c« "^ 'T- ^.4.6.8.7^ ^^ -*'^^®^ 

t ^^ct -i ^^ t H a.4.ti.&ci ^ T ^^^* 

dQ /(u— ^f_a , z(// — Oryf— 4)(n— 9) ^/_/j^ -U ete 

unde coUigitur 

gP~cQ9U^j(f->.) ,-^j /(^•^-0("'--4)(^-5) /i^5 ^•("-0("'-4)("'-9)C""'6)(^'-5) .f^5: -.4,^' 
dt ^' ^ a.4.6c» 2.4.6. 8. 10 c4 ^^^ 

<rpaf~3Q_^^, f(rf-i)(/>-g) ^f^> ^ i(/i-i)(z7~4)C//— 9)(y— 4) ^f— 4 ^etC. 

PonaiBus ad abbreYianduras 

P - ff j^ »•("— 0_(i±£) ff^a ^ /(»— i)(»-4)rn-^^ ^r_^ ^^^^ 

' a. 4^<^ ^» 4* 6" ^ ^*^ 

U--ir-* -<-^ a.4.6c3 * -^- a.4.6.8.1015: [ * -+-«^<^- 

T>_f i j »(»— ')(i-a) /i-a , i(«— ')(«— 4)( » -9X*-4) «-4 _, gx 

■*^*^ a.4cc * -T Z^TeTec^ ^ *-+-etc. 

c- »(»-0 ,i-i . *( M-0(«-4)(i-5\ i-s ■ i(ii-iVw-4^M-9) (M -'6)(i-5 )^,-_5 , ^^^ 
^-~n~' "*" ^476^5 ' -» a.4.6.8iocS * -hcte- 

vt sit 

^ — (g g'^ -f- P g~'0 C— c S) -f- (g g^'» — (3 g-^0 (c R) 



a? 



ai-tr-l 



_ 3y 



Quare cum sit m — -j-, erit nostrac aequationis integrare cob». 
pletum 

, rnl-^^ Co^ ^* - P ^-'^O R - (<^ ''^ ^ + f3^-0 s 

«^^ (« c*^^ 4- (3 e-<=*) P — (a c^^ — (3 c-*^0 Q* 

X .i^^-. «^KR-s)-P^-''KRH-s). 

«^ '-" a tf''^ (P - Q) -Hp<j-''^ (P -h Q) ' 

quod ob rationem constantium a ; ^ arbitrarhm, est completumi' 
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Corollarittm 1« 

9S7. Quatemae formulae P, Q, R, S, quae singulae casi- 
bu8, quibus i est numerus integei^ abrumpuntur, . ita a ae iiiyiceni 
pendent, ut sit primo 

tum rero 



Corollarium 2« 

§^8. Posito ergo vel azz vcl pzzO, integralia particu- 
laria algcbraica aequationis 



—4 



4« 



3u-+-MM3a: — rc a;^'"+"* d x — 



exhiberi possunt , quae sunt 

a-s 
u 



oi 



ia?»'-+-^ 



^t Ix^'^' u — 



-.S— R 



ideoque hac una formula comprehendi possunt 

oi 



lx''''+" 






Scholion 1. 



^59. Pro variis ergo valoribus numeri i tam quantitas t 
quam litterae P, Q, R, S sequenti rtiodo se habebunt: Primo sci- 
licet si i— 0, erit / — rr, atque P— 1, Q — O^ Rzi:l et 
S z:: ; reliquos casus in sequenti ^abella repraescntemus 






»— 1, /= 3iB» 

Rzzit, S=zO 



Digitized by 



Gopgle 



c A p u T vn. 



i76 



P: 
R 



JL _f L- <s ' 

■ f ~*~ccf4» r 773' 



;= — 3, / 



— 5 



1 



P 

a 

R 

S 



— 73 • ccti 

c/4 

«3 "^ ccfJ^ 
.6 3.5 

cM ■~'~c'3 f6 






X- 



P: 

Q: 
R: 

S: 



I 

6 

ctS 



3.S 
cct^ 
5.5 

c3tl 
3.3.5 



f 4 »^ c c f 
cf5 ^+^ T377" 



» C4 /f 






- 9 

I 
*9 



P 

Q 

R 
S 



= n + 



5.5.5 . 3^1:r 

»~ c4/9^ 



•c"7« 

I' 

ct 



cctl 

5.5.7 
c» r» 

5.5 



7 o- Li- '^- 9 

1" ^4 



cc f7 ~^ c4f9 
4-5.5 7 , 3. 5. 7^9 



iiii2, *=:&:cJ 



P 
R 






3, /— Ta:' 



P: 

R; 

S: 



' c c 

5 



c c- 



tt 



— Tii^^nr -r- 



:=. 4 , < — 9 x' 



P 
O 
R 

S 



A I 3.3.d 



' ec f 

c * ^ c3: ^ 



3^ 

c4 



cc c4 



p 

^" c * ^ c» * -f ij— ' 

R 

S 



— /5_^L?:i^3 , 15_7^ 



c ' 



LL? /2 
c3 ' 
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CAPUT VIL 






l — . 


« f-—** 






«1 f j 








x'' 




P: 


— /6 + c 


•5-7 . 3.5.7.9 
► cf8"r-" c4f»* 




Q: 


1«--L. 

— etl^ 


43 5.7 ^ 3.5.7.9 
c3t9 » c*f" 




R: 


— ,6-+-- 


i.3.5 7 ^ 5. 3.5. 7. 9 , 3. 


5. 7-9-»« 



cr "^ c3f9 ~^ ci'/" 



i=:6, /z=:13a?'5 



' cc 1 ^4 ■ c* 



Q— IL^s t 4i:_^7^9^3 j 3.5.7.9,11 . 

R ZZZ t^ t ^^'^ ^* y 3' ^-7* 9 ^2 
' cc * c* 

S c h o 1 i o n. 2. 

960. Dum hae formulae diligentius considerantur , nora se 
prodlt relatio inter valofes litterarum P, Q, R, S, quae in hoc con- 
«istit, ut perpetuo sit PR — QS— «»', cujus veritas primo quidem 
per inductionem deprehenditur, tnm vero etiam per relationes supra 
datas demonstrari potest. Si enira valores 

in aequationibus 

DPH-9R = '-^'^^ et aQ-j-aS:^'-if-i-' 
substituantur, Qriuntur hae diiae acquatjones 

2 ^ P -~^ "'ITI^I a »■ 5 Q 

cjl f ct ^^ 

^ ^ ^ — 7d> — — > ,7- ' 
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quariiTT) illa per P, haec vcro per — Q multiplicata junctioi dant 
2PaP-2QaQ-H^^-^^^f^ = i^'(PP — QQ) 

Ponalur- • 

pp— QQ — M et 5^^/-^ = N, erit 

hincque integi-ando M -+-N zz: C t**, At est 

M + N = P(P~^3?p_Q(Q_*jJ)--pR__QS; 

cvidens aulem esl pro conslante C unitatem accipi debere. 

ProbUma 121. 

961. Denotante i numenim integrum sive positivum sive ne- 
gativum quemcunque, invenire integpale completum hujus aequationis 

— ^i 

d a+ uud X -f-6 6x*»"*"* d xznO. 

S o 1 u t i o. 
Posito uzn—^j haec aequatio transformatur in istam 

sumto elemento dx constante, cujus integrale supra est assignatum. 



Scilicet posito f zr: (2 i-f- 1) 07*'"+"', invenimus (953, 964) 

y^CO^-^^^^rf^V-' . ^^•-•-0^^;-A^'- lX!±i),»--4-etc.>in.(^-h4) 

-CC'^^5,,-. - ^"'^^:;^'^ t^-' + etc.)co8. (6f +<) , 
cujus loco brevitatis gratia scribamus 

f/ = C P sin. (6 < 4- <$;) H- C Q cos. (6 < -f- ^. 

23 
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Hinc ob 



' 92 



dtz=:x^'-^'dx seu dx — x''-^'dt, 
erit 
dy __ C (9 P — &Q aOsin.(6<H-4;)-hCOQ+6PaOco8.(6<-f-4> 

unde cum sit u — — — -- , errt 

(a P — 5 Oa sin. (6< -f-^") -f-(3 Q-4-fiP30 cos. (6«4-4'> 
i/ — ; » 

a"-^' a < [P sin. (6 < HH 4") -»-Q cos. (6 f -f- ^)] 
Fonamus 

ut sit 

! JT^ _ R cos. (6 ^ -4- ^f) ~ S sin. (bt -h^y 

ix^ "— Psin. (6iH-4:)-f-Qcos. (6^-1-4')' ^ , 

erit 

«-.«• i (i»-i)C/-4-a) „-_a . <««•— O;»— 4X "— 9)(^'4-4) .^4 
f^- i(^i) ,i_i iC»-J)(«-4)0'+3) .i_3 , i(»-0(«-4' C"- 9X«-'6)(i4-5^ .f-A 

^-"TF"' a.4.6W ' -• ^4.6. ariTw ^ — etkr, 

B _ ,i i ii — i)(i. — ») fi — 3 ■ i (ii — 0(ii — 4)(ii — 9)(«'— 4) /i — 4 . 

^ - ' i^T* 6~ ^ -I a.4.6.864 * * " CtC 

o _ i(i-0 /i-i i(ii-' )fii - 4)(^' ~3) /i-3 . i(ii-' )(ii— 4"^ ii- gX^'^ '6 X^'— 5 ) .;_< 
^-~I6~' a.4.66' * "^: i.^. 6.4. 10 bS * — etc. 

atque ob angulnm ^ introductura hoc integrale erit completum, 

Corollarium 1. 

9 62. Quaternarum ergo litterarum P, Q, R, S valoies ita 
a se invicem pendent, ut sit primo 

tum vero etiam patet fore 

aP-f-aR = ^^' et a^-f-asrr^^ 
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CAPUT VII. 179 

CoroIIarium -2. 

9 6 3. Deinde eliam coHlgitur fore PR-4-QS~i** quac ae- 
qualitas ex fraecedenlis problematis formulis deducitur, sumto c c:z 
— 6 Z> , ubi Q et S abeunt inQj/ — 1 etS}/— 1. 

Corollarium 3. 

964. Hic casus a praecedente etiam hoc differt, quod hic 
nulla dentur integralla particularia algcbraica. Quicunque enim va- 
lor angulo constanti ^ Iribuatur, integrale semper sinum et cosinum 
cujusdam anguli involvit. 

S c h 1 i o n 1, 

fl65. Cura igitur aequationis 

d u -^u udx ^hb a:^^'+" dxz:i: 



integrale complctum, posito f — (2 i -4- 1) a:^'"+"', sit 

R cos. (i / -+. ^) — S sm. (6 / -f. ^) 



at 



^2«-H r 



% X *^ u _ 

P sin. (6 * + ^) -h Q cos. (6 « ^ ^) ' 

pro singulis valoribus numeri i quantitas t cum litteris P, Q, R/ 
S ita se habebit : Primo si i zn 0, crit P— 1, Q — 0, R— 1 
€t S = 0, item tznzxy ita ut integrale sit | mn ^?^'^^*^^ ^ rcli- 
quos casus sequens tabella «xhibet: 



R — i <! — I 



iz=z l, tz=: Sx^ 



Rz=it, Srz 



•• 
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«9 


i=z2, t=:S J 


p — - o — — 

*^ — f»», >i 6f3 


P=zt»-hh^Q-\i 


^ f» -^bbt4* ^ bt3* 


Rz=:t',S — lt. 


i__-3, < — -— 


i S, t T J 1 


»5 




b t 1 ».3 
* f1 *" 6Af5 

^ f3 -^" bbtS 

o 6 3.5 

^ 6f*~f"63f6 






i — 4, ^-t:9 a?^ 


' f* ^ 66f« 

^-^ 6f5 Ii3f7 

.^ I , 3. 3. 5 3. 4. 7 

-^ f4"r6 6f'6-r &4f8' 

e >o f 3. 5. 7 

^ JfS^r- 63 f? 


S = 4^3^3^^ 


- 9 


»=5, t=Hi x^ 


n I , 3.3.5 , -34 4,7 

^— fl-T- 5^^tH- 64fil 

'^ — . '«» t_ 3.5.7 

•i 6 f« T" 6» f» 

3 « , 3.5.7 _i 3.5.7.9 

n. f5 ^ 66f7 1 64f9 

e t5 , 4-3.5.7 _i 3.5.7. 9 . 


p ^5 , 3.5.7 «3 -1. 3.5. 7.9/ 

** /* . 1 4-3.5.7 2 3.5.7.9 

^ — 6 ' ^ 6» ' -r- 6^ 
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— 11 



x^ 



P — 4? -4-. ^•^•? I LiiTi» 

15 .4.5.5.7 ; 3.5.7 .9 

— dti ^ bTiT "t" TTpr 

■D —. J I a. g.5.7 ,• 5. 3. 5. 7.0 , 3.5.7.0.*! 

^ — *<5 "1- TFT^ -• mF-^ "t 56?«^ 

S ^ _L_ ^^-y-g .1 3-^'79 - «» 

^ SP -* F79~ *^ 5TP » 



» = 6, ^z=13ic^ 

Sch o li on 2. 

966. Forma integralis inrenta modum suppeditat, aequatio- 
«em propositam 

— 4> 
d u ^uud x^ Ax^^'+'^ d X ziz 
in speciem simpliciorem transformandi. Primo enim ponatur 



x^*"^'u— i;, seu u~a?*»"^'i;, 
ac prodibit 

x*'-+-'ai; — ~lL.a: ^»-^-' v d x -^x^^-^' W d x 

-f.Aa:»*'+-» Dx zz: 0, seu 

— a « — ai 






7'!^ • —^ -+-«»'-♦-' v v a ar H- A a;» ' -1- » a a? = . 



Digitized by 



Google 



«82 CAPUT vir. ~ 

I 

Ponatur porro < — (2 t -4- 1) x""* + ' , erit 

■ — ai 

a<r=:a.«' + .3a:, et i^ — -^-^ . L«, 
unde fit 

Sit insuper 2; r=: — -4- s , iit prodeat 

seu 

a2 + 2z9f-iii±^'_HA9f=o, 

quae ergo quoties i est numerus integer, cst integrabilis. ' Simili 
modo haec aequatio 

du-^uudx -f-Aa7"3a7rr:o 

generalius ita transformari potest : posito u zn x"^ v et vzzzz 

I A x~ ^ ~" * , obtinetur 

a3-f-a?'^32a.r-+-|X(X~f.2)a;-^-»aa;4.Aa>»->^aa: — 0, 
quae porro posito x^dx-dt, seu a;>^-+-' = (X-|- 1)£, abit in 

quae aequatio est integrabilis , quoties /ii=---iL. unde numerum X 
pro lubitu assumendo, innumerabiles formae exhiberi possunt. Si 
capjatur Xrr— 1, fit t — lx ct 

<) z H- s z 3 f — 1 a < -f- A c(»-+-«)^ a < — 0. 
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CAPUT vin. 

ALIARUM AEQUATIONUM DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIUM 
RESOLUTIONE PER SERIES INFINITAS. 

Pr ble m a 122. 



967. 

Formam generalem aequationum differentio-difFerentiallum, quas cam- 

mode per seiie€ resolvere licet, exhibere, earumque integralia inve- 
stigare. 

S o I u t i o. 

Frimo aliaa aequationes comn:K)de per series resolvere non G^ 
cel, nisi in quibus altera variabilis y cum suis differentialibus dy 
ct d()y nusquam plus una dimensione obtinet; quoniam pro y se* 
riem infinitam substituendo in calculos nimis molestos incideremus^ 
si usquam plures dimensiones ingrederentur. Hujusmodi ergo aequa- 
tiones in hac forma 

eontinentur. Tum vero ut seriei pro y assumtae quilibet terminus 
per solum praecedentem detcrminetur, qui est casus resolutionis raa- 
jiime notabilis, duplicis tantum generis terminos ratione alterius va- 
riabilis x inesse oportct , siquidem ad dimensiones , quas ipsa x cura 
8U0 differentiali dx constituit, respiciamus. Unde primo quidem, 
rejecto termino Xdx^, aequationes hoc modo resolubiles in hac for- 
ma continentur 
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«84 CAPUT VIII. 

xxCa-^ba*)ddy-\-x(c-\-ex*ydxdj/~i-(/-\*gar^)t/dj:^ :=^^' 

Pro cujus resolutione iingamus 

y— Aar^H-B.^^-t-» -t- Ca:^-+-»»-+.Daf^-+-5«~|-etc. 

et facta cubstitutione, sequens serierum summa ad nihilum redigi 
debet 

X(X-f)Aaa;^H-(X+n)(X+n-l)Baa?^^-»-»-(X-»-2?iXXH-2n-i)Caa:^-»-«" -f- ctc. 

-t-X(X — 1 ) A* H- (X-»- n)(X +n~ 1 )B6 

-4-XA<? -4-(X-hn)B<? H-(XH-2n)Cc 

-+-XAc _|.(X-f-7j)Be 

-\-A/ -i-B/ H-C/ 

H-A^r 4-Bflr. 

Hic ergo primo exponens X ita accipi debet, ut sit 
X (X — 1) a -h X c -f-/= , 
tum vero pro reliquis fieri oportet 

[(X-h n)(X-H n— l)a-h(X-fn)<?-h/lBiz:--[X(X--l)ft-f-Xe-f-5r]A, 
[(X-f-2n)(X-H2n— l)a-f-(X-J-2n)c-f-/]C=:- 

— [(X-|-n)(X-f-n— |)6-f-(X-f-n)«-f-^] B, 
[(X-f-3n)(X-f-.3n— l)aH-(XH-3n)c-f-/lD z= 

— [(X-h2n)(X-f-an-^ i)b-^{X^2ny-[-g) C 
etc. 
Cura igitur sit 

X(X— -l)a-}-Xc-f-/=0, 
si ponamus brevitatis causa 

(x(x — 0*-^^«+^='^ 

erit 
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[ n( w-f-2X— l)a-|- nc]B = — ^iA 

[2n(2n-T-2X— l)a-|-2nc]C= — [n( «-H2 X— l)AH-nc4-A]B 

[3n(3fi-f-2X — l)a-h3nc]Dz=~[2n(2n-f-2X-l)&H-2n«-H/i)C. 

ete. 

Quia ergo nisi a— 0, pro X gemini inyeniuntur valores, scilicet 

^ __ a-e±y^a-c'»-4a/] , 



a« 



binae series pro y inveniuntur, quae utcunque «ombinatae iate^ak 
completum aequationis propositae praebent. 

A 11 ter 
Proposita aequatione hac 

series quoque ordlne retrogrado fingi potest 

y — Aa;^-f-Bj7^-» -f-C a:^~*"-j-D a-^-^n^ etc, 

unde oritut" nd nihilum reducendum 

-+-X(X- 1 )AZ»j:'^+»-+ (X-nXX-n-i)B*a;^-H(X-2w)(X-2n- 1)C6j:^-»-+ etc 

-hX (X — 1 )Aa H- (X-n)(X-n- 1 )Ba 

H-XAtf" -4-(X— n)Bc -*.(X-2n)Ce 

-♦-XAc H-(X-n)Bc 

H-Ag' -t B^r H-C^ 

-f-A/ -f-B/ V 

Hic ergo exponcntcm X ita accipi oponet, ut fiat 

X (X — 1) 6 -f- X e -h ^ := 0. 
Tum vevo si ponamus 

X (X — l) a -f- X c H-/= /i, 

determinatio coefBcientium ita se habebit 

24 
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i&6 CAPUT VIII. 

n[( n— 2X4-1)*— «]B=—A A, 

2n[(2n— 2X-t-l)6— e]Cz=: — [ n{n — 2X-4-i)a— wc-f-A]B, 

3 n[(Sn— 2X^-1)6 — e]D=i — [2n(2n— 2X4-l)a— 2nc-4 AIC, 

ctc* 

Corollarium 1. 

968. Ex priore solutione, si i denotet numerum mtegrum 
positivum, series assumta alicubi abrumpetur, si fuerit 

£n(in4-2X— i;6-f-in€4-/izi:0, vel 
(K^irOiX-^in-- i) b ^ {X^in) e-\-g :=zO , 

hoc cst 

X X ft ^ X (2 i n — 1) ft 4- 1 n (t n — 1) 6> _ Q^ 
-f- Xe -^ ine 4-^ ^ 

C or oll ar ium 2*^ 

969« Aequatio ergo nostra integrationem admittit^ ai litterae 
y ti g ita fuerint comparatae, ut sit 
fzn --\(K— O a — Xc et 
^= — (X4-in)(X4-in — 1)6— <X + in)^. 

Vel sumtis duobus numeris (jl ct i^» ut sit y — [jl diyisibile per ex« 
poncntem n» si fuerit 

/= — (JL([JL— l)a — JXC Ct Sf=Z— V)K— 1)6 — K€. 

Corollarium. 3« 
970« Cum hinc sit 

aequatio habebit integrale algebraicum » si fuerit 1/ -^ jul z± i n» de* 
notante i numerum integrum positivum: hoc est si sit 

•'••~sa •> — S6 ^ as 
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Corollarium 4. 

^ • 

9 71* Pro serie autem inrenienda si eveniat, ut exponens X 
fiat imagitiariu6| notari conyenit esse . 

unde binae series ita oombinari poterunt, ut integrale consequatur 
formam realem. 

S c h li on. 

9 72. Utraque solutio generatim spectata duplicem] seriem pro 
Tariabili y suppeditat, pro gemino exponentis X valore, quarum 
combinatio integrale completum exhibet. Sohitia scilicet [prior pro 
exponente X hos duos praebet valores 

solutlo Tero posterior 

^^ h--e±Vah^e)^^4hgi 

ita ut hoc modo integrale completum duplici modo exprimi possit; 
quae binae formae etiamsi maxime diversae, atque adeo interdum 
altera per exponcntes imaginarios progrediatur, dum altera habet 
reales, tamen sibi aequipollentes esse debent. Quin etiam evenire 
potest, ut altera solutio yel etiam utraque ad integrale oompletum 
exhibendum sit inepta, dum unicam seriem suppediteL Incommo* 
dum hoc pro utraque solutione duplici modo accidere potest, pro 
priori nempe solutione, ubi exponentem X ex hac aequatione 

X(X— I)a4-Xc H-/=: , 

definiri oportet, unicus inde pro X eruitur yalor, si fuerit vel €ClO^ 
vel 4a/m(a — c)^ priori casu tantum fit X zn — ^, altero ip- 
sius X valore quasi in infinitum abeunte. Posteriori casu vero am« 
bo jpsiius X valores fiunt inter se aequales, sciHcet Xzzz^r^ Idem 
incommodum in altera solutione locum habet, si fuerit vel b :z: ^ 
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IM CAPUT VHL 

▼el Ah g -nzib — e)^: unde patet fieri posse» ut altera solutia hu^ 
jusmodi incommodo laboret, dum altera eo careat, quin etiam ut 
utraque eodem inquinetur. Quocirca ostendi conveniet^ quemAdmo* 
dum etiam his casibu^ integrale completum investigari debeat; quor-^ 
sum etiam casum veferanaus, quo ambo ipsius X valorea fiiuit ima* 
ginarii, quandoquidem ad imaginariam speciem tollendam singulari 
artificio est opus. Denique vera etiam binae seriea pro y exhiben» 
dae difBcuItate premunlur, quotics bini valores ipsius X differentiam 
habent per exponentem n divisihilem ^ quorum casuum evolutio etiam 
explicari meretur. 

Probtema 123. 

97^. Proposita aequatione differentio-diflferentialr 

XX ia -}-bx^)ddy-^xCc-^ex^)dxd^y-^(,/^'+-gx^yydx^:zO^ 

si eveniat, ut binae sctnes ascendentes pro y assumtae vel in unam 
coalescant, vel altera fiat impossibilis, integralc conipletum per se- 
rics exprimere- 

& 0. 1 u t i o. 

Assumta serfe 

U — A.x^^ B x^ -^^ -f- C x^^ * « -f- D x^^-^'* -+> ctc. 

A creniat ut bini valores ipsiua X ex aequatione 

X (X — 1) a "f- X e -^f— 

vel fiant aequales, vel difFerentiam per n divisibilem obtincant, va* 
lor ipsius y praeter potestates ipsius x etiam logarlthmum ipsius x 
involvet. Quare pro aequationis resolutione statim ponamns j/ir:» 
^v Ikx^ ut sit yzzzu-^ V Ix -\-^ av^ denotanle a quantitatem 
constantem quamcunque. Hinc erit 

dyzzidu^^^^^dvlkx, 
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CAPUT VHI. 18# 

quibus Valorlbus substitutis, aequatia nostra hanc induet Ibnnam 
XX (a-h b x^)ddlii -h 2 X (n -^ b x^) d a:dv — (a-^hx^^vdx^ 

-^(f-^gx^udx 
^[xx(a'^bx^)ddv^^(c-^cx^)dxdv'+'(y'-^gx^)vdx^]lkx 

ubi partem postremam logariihmo affectam seorsim. nihilo aequar> 
opurtet. Quare posito 

V n: Ax^ -t- B 0?^+* ^ C rc^ + ^'^ ^ D a;^-*-^'* -+. ctc. 

exponenti X ex aequatione 

X (X — 1) a --f- X c -^/= 0, 

is valor tribuacur^ qui nulli incommodo est obaoxius; erltque pro 
reliquis . coefficientibus , 

ponendo X(X— l)&H^Xtf + flriiinA^ 
ut scqwtup 

[( 7i+2X~l)a-4-c]B4-7zAn:o,. 

. 2[(2n-4^2X — l)a-+-c]C-f- [( W-4-2X— OS-f^I^+^BrO, 

3 [(3 n H- 2 X — 1) a-+.c]D -f-2 [(2 n-f- 2 X — l>ft -f-c] C-f- AC=0, 

4[(4n+2X — l)a^c]£-4-.3[(3-n-f-2X— l)$4-e]D-H7iDi:0, 

ctc. 

His coefHcientibus ita definitis, quorum prinms A arhitrio nostro 
relinquitur, ponamus 

zi zr: A 4- S( a:^ -f- §5 ar^-^-* -f d a>^-+-«^ -f- $D a:^-*"^'' 4-'etc. " 

qui valor si in priori aequatione cum serie pro v ujventa substitua- 
tur^ scquentes series ad nibilum reduci 0fU)rtet : 
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cHr(c+<&B»)ff ^X(X-1)5(6 H-(X-f.nXX-+-n-.|)©& 

+\^e -+<X-+ n)fQc -|_(X4-2n)€c 

rJ-C/H-flf*")^ H-^^ -K>^-hn)©« 

H-«/ ^»/ H-€/ 

-+-2XAa 4-2(X-f.w)Ba H-2(X+2n)Ca 

-!-2XA6 •+.2(X-hO^ 

i+.A(c— a) -4-B(e— o) +C(c— a) 

-4-A(«— 6) -f-B(«— J) 

Cttm tutem slt 

X(X — l)a-f-Xc-|-/=0 etX(X—6i-|-X«-f.^=nA, 

ciqpressio haec transmutabltur in hanc formam 

a?a:(a+&a;»)^ -h a? (c -h «««) l^ -f- (/•-<- ^ ««) A 
£(2Xr'l)«-H:lAaP^-^[(2n-H2X--l)a-Hr]Ba:^-+*^[(4n-i-2X-.l)a-i-c]C«'^-<^H-etc 
-K(2X— l)6+e]A _4.[(2n-h2X— l)4-HJ]B 

-f-n[(n-f-2X— l)a-»-c]© -«-2n[(2nH-2X— l)a-w]S 

-f-n[(n-f.2 X— l)fr-t-«]i55 
-»-nA5C -»-nAJS 

libi A denotat quosdam terminos seriel 

S( «^ -f- © a;'^"+'" -I- etc. 
praemittendos , ita ut ordine retrogrado sit 

Qttod principium quomodo quoris casu sit constituendum , sequentia 
tunt obserranda. 
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I. Principiam hoc tocttin habere neqtut, ni«i Iherii 

(k — iTi)0^—in — l)a-f-(X — in)c-H/=0» 
cum igitur sit 

X (X— 1) a 4- Xc-4-/= 0, 
inde erit 

hlnc vero 

quandoquidem hi duo valores convenire nequeunt, nisi ibi signum 
radicale negative, hic yero positire aecipiator* Aequatls anteitt hit 
raloribus fit 

I nz= J /[(« --*0* — * <*/3> «eu 
j» i i n n a a = (a — c)* •— 4 a/, bincque 

unde fit 

Quare si aequatio proposita ita fiierit «omparata» ot sit 

i n a = |/ [{a — ff)* — 4 a/], 
tum sumto 

ac pro V aumta aerie 

vznAaP^-i-B a:^-+-« -f. etc» 
alteram seriem u ita constitui conyenit 

w:=ja?^-'«-|- -|-a»^~»-h?(x^4-l©a^-*-» 
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Hic est c&sns, quo blni yaIo);es ipsius X ex aeqnatione 

X (X — 1) a -i- X c +/= , 

differentiam habent per n divisibilem, ubi notandum, seriem v a 
majore yalore ipsius X^ seriem vero u a minore inchoari debere 

II. Principium A omitti nequit^ nisi fuerit 
(2X— l)a-|-c=:0, 

quo casu fit \zzi^-j^\ atque hic est casus, qno aequatlonls 

X (X — 1) a 4- X c -f./=i: 

binae radices JEiunt intcr se aequales, ideoque fzn Ya * Contl- 
netur ergo hic casus in praecedcnte, sumendo ibi izrzO. Quarc 
hoc modo resolventur casus, quibus binl yalores ipsius X yel sunt 
inter se aequales, yel differentiam habent per exponentem n divi- 
sibilem. Sicque reperitur iotegrale completum per duas serie» ascen- 
dentes t; et u expressum, quarum illa v per Ix multiplicatur.. 

Corollarium 1. 

^74. Quando ergo in aequatione proposita coeflicientes a, c 
et / ita sunt comparati, ut aequationis 

X (X — i) a -4- X c -hfzn 

radices sint Xizzjul et Xzzijx — in^ denotante i numeinim inte- 
grum positiyum, integrale completum hujusmodl habebit formam 

Corollarinm 2, 

975* Hic autem binae quantitates v et i4 ex his aequatlo- 
nlbus 
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11. xx(a-Jhbx^)ddu-^x(c-^ex^)dxdu-h'(/'+^gx^)udx^^^^ 

^^x^a-^-b^^^^dxdv — (a^bx^^^vd^^y rO, 

^(c-^ex^^^vda:^) 

ita determmari poterunt, ut ponttur 

vzzzkx^ -^Ba?'^-^* -l-Ca?'^-+-^« -f-Da:*^-+-«« -+.ctc, 

Mziz^x^-*'' -^^dx^^-^^^+^^^^x^-^^^+^-^^x^-^^^-^^^^^-i^tte. 

Has scilicet seriee substituendo omnes coefficientes cx uno definire 
licebit. 

S c h I i o n. 

9 76* Logaritfamo ergo ipsius x in subsidlam vocato, his ca* 
|ibus, quos commemoravimus , integrale completum aeqaationls pro- 
positae per series ascendentes exhiberi potest, dum sine hoc artifi* 
cio integrale tantum particulare invenltur. Quando enim aequatio 
X (X — 1) a -^Xc-f-y*^ duas radices habet, quarum difFeren- 
tia per exponentem H est divisibiles, puta X zn jui et X ~ jx — i n, 
priore raethodo sola series, quae incipit a potestate x^^ determina* 
ri potest; si enim altera a potestate x^'^^^ incipiens pro y assu^- 
meretur, coefHciens cujusdam termini reperiretur infinitus, unde st^ 
quentes omnes forent quoque infinlti, quod incommodum introducen* 
do logarithmus ipsius x feliciter toUitur. Hunc igitur usum istius 
resohitronis allquot exemplis iliustrasse JuvabiL 

£ X emplum I. 
9 77. Aequationis differentio - differentialis 

integrale completum per series ascendentes exhibere^ 

Hanc aequationem ad nostram formam reducendo habebimut 

26 
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mbi ergo est az=z 1 ^ b zzzO^ c zi: 1 , < = et /m (f^ Hiiie 
X (X — ^^ 1) -f-X — ^ sea X X n: ^^ ita ut bini valores ipsius X 
•int aequales et — O^ Quarfr posito- ^ = u-f-a v -I- v /ar, resol- 
ri oportet has aequationes. 

I. xxddv-^xdFx^dvi-gx^vdx':^!^ ct 
IL xxdd^ -f-a? dxdtu-^ gx^ud x* \ 



1 = 



-jr^ xdlxdvi. 
Statuamus: ergo» 

V ~ A 4- F a?»^ + C a;»* -f- D rc^» -f- etc. et 

u — St 4-^aj*4- € x*» 4- ^x^^-t-etc; 

ac: piior aequatioc praebet 

. nCn-^ 1) Ba:*-t- 2n(2 n— 1) Ca*"-H 3 n (3 tt— .J>Da:^»-+'etc.] 

-f^nB H-2nC H-3nl> J^^ — O». 

-i-Ag H-Bg -f^Cfl 

vnde fft 

Tuni! Tero; altera: aequatio' dat 

n n 95 aj* -f- 4 n n Ca;"^-^- <r n n JtTar^" 4-etc.J 

4-2t^ 4-53^ -ir€g 

4i-2nB-f-4nC 4r6nD 

vnic: coUrgitur 

•^' niL JL^/ 4»». anr-*^ «n». Sn»-"*^" 

Hie autem! tuto» assumere licet ^zzzOf quoniaia termini ex $1 on~ 
imdii, contihentur irn membro^ av.. Cuim igitur sit • 

«At ult «eq^itur 
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CAPUT y\VL l$S 

5^ — •Agi . jlA.iL ••^g^ , 

_ "~ a. 1.4-9 ft* ' 3. 1.4-9»»^ a.3. i.4«9»' » 

/p — aa A g4 a Ag4 __ — loo A |;4 

^ A. 3. 1.4.9. iftii9 4.1.4.9. i6tt9 a. 3. 4. 1.4. g.i6tt9' 

Ct ^ooAg^ ^ flAg5 546 A ^ 

t> A.3.4.1. 4.9.16.2611" ~*^.5. 1.4. 9.16. a6tt«« a.3.4.5. 1.4.9. 16. «5ii** 

:sicque*obtinentur isequentes ^alores 

m — ^Ag ^ — — <Ag^ ^ — ^aAg3 ^ — — 'ooAg4 

<fc 548Agy 0. .— 5526Ag6 ^^^^ 

<> 1.6. 27.64. ia5n«»' ^ ■ — 4.6. 37.64. ia5.ai6n»'* 

libi numeratoreB 2, 6, 52, 100, .648, 3628, ^tc. singuli itaper 
Vmos praecedentes definiuntur 

6z=z5. 2 — i. 0, :22r=6. «~4. 2, 100 = 7^ 22 — 9.4, 

-648zz:j9. iOO — 16.22^ 3528rzH*648 — 56.100^tc. 

<Consequenter jntegrale ita exprimetur 

S' .n3 ^ 4.6tt5^ ^rrSTi^li^^ 1767^64^9^ -^-«C. 

^^"^* tttt"^ ^i./^n^^ i.^.gnO'^ ^1.4.9. 16 tt^ ^ 

^a — 5Lla:n^.^sL^*n__:iiL.a?«H — ^^«a^» — ^tc 
^^** tttt**' ^^i.4.tt* i.4-9ln^ ^4.4.9.16^1» 

jubi A «t d ^unt J^inae ^onstantes .arbitrariae« 

£xemplum2. * 

'978. ^egucUioriis ^ffererUio ^ ^differentlalii. 

a?(l — ^^)3!d^ — ii-^xjO dxhy-^xy^^a? zz,^:^ 
iintegrale xompletum per ^eries asoendmtes xissignare. 

Ad formam nostram xeducta «est 

X xCi — xx)ddy^xCl-i-'Xxydxdy'^^xydx^z:<i^ 
ita .ut stt n =: 2 , a — 1 , .A zn — 1 , ic zz — 1 , ^ — — 1, /—0 
et sf=:l, unde aequaiionis X(X — 1)* — A=0 xadices «mt ^;:D 
^ X ==: 2 1 quarum 4ifierentia per Ji =: 2 .dirisa 4at 1. 
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;4t6 CAPUT VIIL 

Posita ergo yz^zu-^av-^vlx, statui debet 

v — A a?* -f- B a?* -f- C a;^ -I- I>ai' -4- etc. 

q,uae series tx sequentibus aequationibus determinari debent 

X. X X {t — X xyd d V -^ X (,1 -i- X X) ^ X d V -^- X X V ^ x*^ zzz O^ 

IL xxCt — xx^ddu-^xH -t-xx)d xdu-f- xx udx^ ^ 

-h^xit — xx^dxdv — 2vdlx^\ 

Hvac pro prioris deternunatione £t 

2 A x" -h ^2 B x^ -h SQ C x^ -\- 5 6 D a?" -f- etc 

— 2A — 12B —30C 

— 2A ~4B — 6C— 8D \ = « 

--2A — 4B — 6C 

-h A -t- B -+- C 
ideoquer 

*2.4.B=^t..3A, 4.6e = 3;.6B,. 6.8Dczi5.7C, cte- 

8CUs 

C='4a, Czzi^^A, D=i^|4-|4iA, etc. 
»•4 a. 4-4- * ^^ *• ^r- 4- *• *• * 

Xx alteri^ vero aequatione reperitur 

2fQx^ -|-12Ca?*-4-30©a?^-f-66 ^x* -hetc^ 

— 2 2^ — 12C — 30<D 
■' —2^1© — 4€— 6© — 8€ 

— 2-S — 4€ — 6<D 

+ a 4- » -h e + © 

-f-4A -f-8B -t-i2C -Ir-16D 
~ 4A — 8B , — 12 C 

— .2A — 2B — 2C -~2D 

t . . • • ■ 

«sudSB fieri oj^rtet. ....___,. 




= 0» 
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CAPUT VIIl. tyr 

Sl4-2Az=0, 2. 4C— i. 3JB-h6B — 4A=:0^ 

4. 6JD— 3.56:-f-10C — 8B— 0, 

6. 8 S — 5. 7 © -f- 14 IX — 12 C = Opctcv 

teu cum sit 

Biri^^A, C=z:^fB, D = ^:;C, ctc. 

crit 9( zn — 2 A, tura vero 

2. 4€-.1.3»-MAz=0,a:=:^J^-h^,A, 

4. 6©- 3. 5 (E - J;^=B= 0, ©-^^-J^ -+-,^^B, 

6. 8.® - 6. 7 © _ '^C- 0, e= 1^?© -H,^f. C» 

8. 10 5 - T. 9 € - |^tD-=:0, ^~^^^€ + ^:^,R 

Dum ergo capiatur 2C zz: — 2 A-, nttera 35 pro lubitu accipi po*- 
test; nihilque impedit, quo minus nihilo aequalis statuatur, siquidem» 
constans a supra est inducta,^ 

Exemplum S^ 
9 T9* Jequatiatiis differentio - differentialis: 

mtegraJe completuin per series ascendentes exhibere. 

Quia hic est a~l, c~ — 5 etyrzB, aequatio X(X— 1)— 5X^ 
-f-5=:0, seu XX. — 6X-f-5z:0^ radices habet Xzi et Xno, quarura; 
differentia 4 per nzi:2 dividi potept. Posito ergo t/i:a-+-av~+-«^te; 
8tatuatur 

t;iz:Aa:^4-Bx^ -^Ca:^ + Da:** -4-Ea:*^ «Hctc;. 
urrSlai 4-Sa;^ -+-Ca?^ -f- ©^^ -h «^- «t 
aequationes resolvendae erunt 

I. xx(^i-{-bxx)d3v-h x( — b-^exx^dx^v-^CB-^gxx^vdx^^^^^O et 
IL xxii-h-bxx^dd^^-^ xC—B-i-exx^dxdu-hib-h-gxx^udx^jt 

^ 2x{i^xx)dxdv -^(i-^bxx^vdx^ zii O^, 
^—ik-h^^x^vdx^y 
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•CAPtTT yiH. 



i . 4 A «*-4- 7. € B a;' -4- 1) . 8 Cj?» 
— 5.6A — S.7B — .5.9C 
^A -f- 6B -f- 5C 
6.4 A 6 4-7.6 B 6 
6 Ae-i- 7 Bc 
A^H- B^ 



I l.10Da:"**-4-etc 
^. IID 
6D 
9.. 8 C ^ 
9 Ce 
Cg 



})08terioi' vero Ad. 

-4- 2. 3S5a?^-4-4.6Sa;*4-6 .7 JDa?'-4-8 . 9Sa?^4-etc. 
— 6 9(« — 5.335 —5.66: —5.72) — 6.9€ 
-^6« 



= 0, 






.635 -f .6e H- 6$D 4- ^€ 

-h2.3©6 rf-^.^Cft -t-6.7JD6 
S(tf H- ^55c 4- 5€« -h .7©« 

-f-2.6A -i-2.7B -t-2.9C 
— 6A — 6B — *C 
-I-2.6A6 -4-2. 7B6 
— kb — B6 
A* -I- B« 



r=o 



Inde £t 
12 B-hA(20 6-»-^ «-^i') 
32 C -^ B (42 * -I- 7 « H-^) 
60 D H-C (726 4-« e -t-^) 

Jlme Attteqn 



«eu 

2. 6 B-H A(4. 6 6rH£«-+^)i:0, 
4, :8 C -f- B (6. 7 6 H- 7<H-^) = 0, 
6. 1 D -♦- C (8. 9 6 -4- Pe-4-^) = 0, 

«tc. 
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CAPUr VIIL- ^ 1»9 

— 455^S((e-f-5r)ir:0,. 

y.6©-f-£(4.66-Mtf+sr)-h 8B-f-AC 96-H?)z=0^ 
^ 4:B^-4-JD(6.76-l^7^H-S^)-f-12C-+-B(136H-€)=0j 

ctc;. 

ft prroribus fdrmuir& litterae F, C, D, etc. per A determintntur r 
n postcriorum vcro secunda fit ^zz ^ g^Zifse-f, » ^^ prima auten^ 
Stiz:—^,. tum vero C pra lubitui assuml potest^ indeque: reliquii 
coefficientes ©, (£, §-, etcv defihiuntur^ 

9 c h o I i n^ 

ffSO. Exemplum hoc- occasibnem npbis* suppeditat phaenomr-^ 
na quaedam singularia observandr: Scilicet etiamsi iniegrale com^ 
pletum in genere^ /o^ involvat, tamen» id a logarithma liberum pro- 
dit certis casibus. Primo nempe^ si sit g:zz — e^ fit ^55^0, manentr 
5t indefinito, tum vero ob f&~(y capi oportet AmOv B— 0„ CziiM 
ctc.. ideoque vz:0. Porro^ vero» erit 

2. 6©4-4®C56-H?)— (y,, 

4. 8€+6©(76H-O=:0^ 

6.> 1 g-f-8€(964-^)=:0 „ 
etc 

ubi C altera: est constans: arbitrariff,. eritque aequatroniir 

xxC 1 -^xx^ddyh^xi — B+eira:)3x3j<-f-C5 — exx^ydx^ZHdtp 

mtegrare^ compretumt 

y—^ar—4P^-^.^x^-¥-^x'^^Q.x^^^'x^^-hetcv 
quod adea finite exprimitur si ez: — (2^-^6)6^ pro* ^ 6untend<;^ miv 
neros^ 0, 1^ 2,. 3,. 4, etc.. 

Sftcunda si sit 
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260 CAPUT YIII. 

2. 3 ft H- 3 c ~f- gr zn 0, seu g :zz — 6 b — 3 e, 

fit S3 r — ^ ^ (3 6 H- ^) , tum reii) A r 0., B Z O^ C r , ctc. «rg^ 
t^lzO. Porro vero reperitur 

liincque 

y— 5ta:— .|9( (36-f-e) a:^-+-g:r^-HS)a'W^^ 4-- etc- 

tfbi K et C arbitrio nostro ireliquuntun ^ 
Tertio si sk 

4. 56-4--5tfH-gr:zO, scu ^z: — 506 — 6«, 
primo fit BnO, Ci:0, DziO, ctc. ideoque v:z\x^j tum vcro 

a3z:-9((5 6-HO,-95(14 6-f-2(?)-H4A-0., scu S3i::^^™, liiflc- 
que Az:-|9t(6 6-He)(76-+-e), porro 

2.. 6 ® -^ A ( 9 6 -H e) 2=: ^ 

4. 8 (£ -♦- 2JD(11 b^e)— 0, 

.6. 10 ^H-2 g(I3 b-hje) — 0. 
etc. 

Per 9( crgo definiuntur coefBcientcs ^, A, S), €, ^, etc. ac £ 
quoque arbitrio nostro rclinqjuiiur, unde inte^rale cojnpletum hoc 
xasu ertt 

^uae cfpressio fit finita quoties (2 i -f- 6) A-ne zn 0. 

£ X e m p 1 u m 4^ 

i^ 8 1 . j58 * in priori exemph sit « zz — 7 A et gf ~ 1 6 6 , 
aequationis 

xxi l-i-bxx)ddy—x(& -i-Tbxxydxdy-^iC 1 H-3^a:x)yda?*~0 

integrak completum xilgebraice exhibere. 
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CAPUT Vra. 201 

Erlt ergo !Bi=:h-29(6, AzzO, JDz=:0, S = P, ideoque 
i/rro et uinSta? -f-2 9JAa;* -f-C**, «nde pro 91 et^Csnmcn- 
docoBStaates quascuoque, erit Integrale completum 

y=,^x(l -f-2*a?a;)-+-€ar*. 

Integrafia ergo partlcularia erunt 

i/zi:axH-^2bxx')f i/:zzux^f y=iax(l -^bxx)*. 



C or ! 1 ar ium 1. 



982. Posito yz=ieJ*^*f ut ait z==-^, aequationit hnjw 
differentialis prirai gradua 

ic*(l-f-6a?a?)3«-f-a?a? (l-f-6a:a?)«z3a? — a:(6-l-7tapa?) «3» 
-+- 5 ( H-3 ^ a? a?) 3 a? r= o; 

Corollarium 2« 

983. Aeqnatio autem differentio • differentialis integrabHls red* 
ditur^ si dividatur per xx(l -^bxx)*^ eritquc integrale 

^^=^Caa?, seuay - l^f =: C diCi^bxx), 

qute per x^ divisa integrale praebet - 

^ = ^-*-^-4-D seu 

ut ante. 

S c h 1 i n. ^ 

984. Deficit autem adhuc integratio completa no8trae aequa- 
tlonls generalis per series ascendentes, casu quo azizO^ ideoque 
X c -}-/= Q , undfc unicus pro exponente X valor definitur X =: -^^, 
qui tantum integrale particulare suppeditat, atque hoc etiam tolli* 
tur, si fuerit c =2 0. Quia autem his casibus az:iO^ coefficiciu b 

26 
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3^0^ 4C'APUT *Vm. 

*W4ifto adsit -necessc est, « -quo integrate cotnpletum' per serles 
ifescAndcntes exhiberi poterit , cum aequ2ltio'X* (X — 1 ) 6 -f- X e'-4- gfnn) 
duas semper contineat radices, ex quibus «duplex series obtihettir. 
Simile autem hic incommodum usu ▼enire potest, quando binae 
radices ipsius X veLprodeunt aequalcSi yel difierentiam habenttper 
exponentcm n divisibilem» Yerum huic incommodq, seriem per / jt 
multiplicatam introducendo, slmili methodo medela affertur, qua in 
hoc problemate sumus usi, ac auperfluum vforet istam evolutionem 
hic repetere. Quodsi autem binae radices ipsius X tam pro serie- 
iMh| ncendentibus quam descendentibus *fiant im^inariae^ oottenden* 
dum ^restat ^ quomodo integrale completum ^per ^ aeries * infinitos %«xpriBa 
^porteat. * 

Problcma 124. 

985. Proposlia aequatione difrerentio^dlfferentiali 

XX (a^bx^) d^ff-^^ (c-f-tf:!?'*)^^^^-!- (/^g x^)yd x^ n 0, 

^i eveniat ut aequatio 

X(X — i)a -4-Xc-h/=:0 

radices habeat imaginarias»^ ejus antegrale cpmpletum .ptr seriea 

"ascehdentes exhibere. 

S o I u t i o. ' 

£x supra allatis (9 7l) colligttur hotr<c8su.^tui debere 

^.— V sin. jUL /a? •+• w cos. \klx unde fit 
d y zz: (d i; — —^-^ sin.jx Ix^^—^ ^du) cos. /jl / :r, et 

.<i&a -fabta 'sitbsthutidite, si termfnos tAm sin. ^jitx quama cos. ]ul i^ 
'aflreetd8>s««r8im (Hd BHHiMi rcdigmMs, '^btijiiWanisdaas sequemet 
««•^■ti<»«es 



Digitized by 



.yGoogle 



CAPUT Vin, 203^ 

I. a?a? (a-hbx*) B.dv-hx (c-^ex^) dxdii-+~ (/-^rfita:*) v^a?* 

'^ZlLxQi^bx^)dxdlu.'~*lf,f^(a*t-bx*)vdx'*l 

-4-fii. (aM-6a?"),u3a?* ^ ^ ^ 
— |f.,(^-^T<a:»)<u3i'* 

II, XX (a^bji^y^^u^x (<7-t-ea;«) 9*9«-^ (/-4*g^) u3a:» 

^2ffie(<w-^at»)9a;di;— |UL^(a-H&»»)tt3^'/ 

— If (flH-&*?») 1/30?*^ ~ ® 
H-|x (f-t-ea;*) v^a^» 

Jam I pro V et u nsnmanras has series ascend^ntts 

V = A aP^ 4- B «^ -♦-" -f. C «^ -*-* » -h D a:'^-*- 3 » -I- etc. 

iisque substitutis, prior aequatio abit in hanc 

X(X— l)Aa»^-»-(AH-n)(\rf^n- l)Baa^+»H-(X-!-2n)(X-f.2n^ l)Cax>^+»» 
-*-X(X-:.l)A^ H-(X-Fn)(Xw-n-^i)B4 

H-XAc -H(X-i-n)B« ■4-(^H-2«)Cc 

-^">Ae H-(X-t-n)Be 

-t-A/ ^B/ -,.e/ 

-hA^ H-B^ 

— .2|A.XS(a —2p.(X+n)J8a —2fJL(X-+-2n)Q:a 

— 2|xX5(6 — 2juL(X-*-n)S5& 

— fA.|xAa ,-»-fXfA.Ba — fjLfxCa , 

— fif«.A6 —fJLfJLB^ 

H-fx$(a -»-fJL95a H-^ea 

•+-^^316 *-»-fjL:^6 

-^}A,^c — fxS5c — fJLffc 

r*f'.^f — fjL©« 
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204 CAPUT vin. 

Hinc altera aequatio faclle formaf ur permutandTs litteris latlois et 
germanicis atque insuper signum mimeri [iicmutandor 

Utrinqtte ergo potesfas prlma x^ exigit haa aequationesF 

A[X(X— i>a4-Xc4-/~|uijxtf]— |uc«(2X«f--arHc)r=:0 
St[X(X-^l>a-f-X(r4-/— jx^al-h^A C2Xa— a-4-c) =;ff, 
mde aecesse est ut sit^ 

tam 2Xa — a-f-czzO , • 

quamXCX — lya^Xc ^J' — fkika^a^ 

Jodc fit A zi:{ — ^; qui yalor hic substitutos dat 

^•r ccv ,c cc,. ^ - . a - c ce t ^ 



-^p,a=:ilLz^^^\ideoq«c 



P- 



4* 

9 a sa 

# ■ 

Unde patet hanc solutionera locuni habere si Jk a f^ (a — cf^ 
qua ipso casu praecedens SoiuUo fiebat imaginaria. Uic auteoi 
quandtates A et $( arbitria nostro» relkquuntttr. 

Terminus yero a?^**'"* ntrinqDe postulat ha* aequationes' 

B [ (X-hnXX+»— i)a-f-(X-f-n)<r-i-/— ftfi.al-hil[X(X— i ')l^'Ke-+g-\^^bl 

— fjL$i[2(X-!^n)a~a-4-c]— .jtS((2Xi^6H-c)=izO et 

©[(X-f-nXX-Kn— 1 )a-i-(XH-n)c-t-/— |UL|ULa] -h a[X(X -'l )iefc4.Xe-i-gr— {;ljul6J 

•+-^B[2(X-f-n)<»— a-t-cl-h{jLAC2XA— .6-4-c)rr:o, 
JU brevitatiB graitia 

(X -f-n^^X-f-n— t) a-f- (X-f-n) *-+-/— |JLp.<»=nna=:« 
X(X ~ f)6 -i-Xc-lKjr .— |x, fJL ^ =: /3 
^(XH^n^a; — a -f-cr:: 2 na=:=y 
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«t babeanra» 

B fli4- A f3 — ji. 15 Y — H^ 5( 5 = et 

:^tt -h 9( p -h PlB y -{-. jt A 5= 0, ' 
«ade celEgitur 

•^ aa-Hfifi^Y 

At rero ex valoribus assumds eat 

VDde ex adsumtls A et fl definmntur B et ®^ hincque poFro 
C, C; D^ © etc 

Exemplum f.; 

ff86. iSif cziza et fzna^ ut fiaJt yLZlLij £t investigettir 
integrale hiyus aequxUionis 

XX (a-f-fta:*) Ddy-f-a? {a-^ex^^ dxdy-\- (a-+-^rr*) y^ar^ :zl 0. 

Hic erga erit X rz et jtn =irl , uade poslto 
ffZiiv sm. Ix-^u co8r /:Py 

*c pro V ti u ftttmtis seriebua 

t; =: A + B ^r'^ -4^ C a:^ * + D a^ » -4- eta 

eoefBeientes A et ^ pro lubitu accipi possunt. £x Ss prTma^ ob 
amnna^ P — tf — *> yizi^^na et 5m«-~ftr erit 

*~" n^aa-^^nnaa ^* 

S —A[nCg--h)^^(e^h')^^^ln(e — 6)^0(^ — 5)1 . 

~" iia(nii-f.4,) 

m ~ tffn ft— hi + 2(e — h)] — A [n (e — 8J-- y(f — g) J 

*"* ii'a.(n^n-f-/j»> " 
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Pro sequentlbus coefficientihys habebimus 

C [2« C2n^ 1) a4-2na-4-a— a] +B [n (n — 1) B-{-ne-\-g^b] 
— S(4na — a+a) — a(2>i6 — 6-f-c)=r0, «eu 
4 n n C a 4- B [ (n n — n — O 6 -4- n « 4- flf ] — 4 n C-a: 

— »1 (2 n — 1) 6 -f- «] = 0, ct 
4 n n S a 4- 35 [ (n n— n— 1) 6 -i- n « -|- ^f ] -f- 4 n C a 

-f-B[(2n — 1)6H-«J=:0, 
qUarum illa per n multiplicata huic addatur , ut prodeat 

4 n (nn -^- 1) Ca-t-B [(n^—nn -Hn — i) *"^ (nn -f- 1) e-^ng) 

-4-©t— (nn-^t}b-{^g] zmO, Knc 

• p i — B l (n — i)(n« -t- 1) & -Kn n-4- Q g -|- ng ] -4-<> f (««-H ')» — ^g) ,. 

*^ 4na(an4-0 ^^ ^^ 

«. — g[(n — OCnn-f-O.ft-HfnwH-Qf-^-tg] — B C(nn-H i)a — ^} 

'^ ' '"'* 4na(nn-hi) 

Porro ct-it 

9 n n D a -h C [ (4 nn — 2n— l")ft-H2n «H- ^] 4- 6 »1D« 

— € [ (4 n. — l) i -h ^] = 
9 nnS)a-HC[ (4 /t» — 2n — 1) 6-+-2ne4-^l -4- 5 nDa 
, -HC[(4n— l)6 4-e] = 0, 

quarum illa per 3 n, haec Tero per 2 muldplicata juncdm' dant 
3 n(9nn-t-4)Dar+.<3 [ (1 2n*^6nn-f-tf;^^2) &-+-2 (JJnn-t-l) e-h3ng] 

H- € [ C— 4^«t— W---3) fl-hntf-#-2 flf ] zz: ; 

unde scquitur 

jj _ — C [ ( I an3— 6nn->-&n— a) ft+a (Snn+Q g-H3fc g3 -H [ (^nn+n+i) h—% »— «g] 
"" ■ -SnXgnn-t-^^a — — — ~~" 

^,, — Cf(ian3— 6nn-t-S7t— a)>-Ha(3nn-HOf-)-3ng3 — C[(4.nn-f-n-fa)&— nf— a^ ] 
^*^"* 3n(9nn-h4)a 

In genere autem ex coefficicntibus quibuscunqve M et f9l scquen- 
tes N ti fft definiunfur |reY liAs 'fonnuUs 
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CATtlT -VII.L /20 7 

H-M[[i(i— i yn^^i(i^ 1 )nn-H(3i-4)n-T2]ft-f-£(i- 1 )nne-h2e^ing} 
— M2 (i— 1 )nn-^(i-2)n-H2]6— (i— 2)n^2gf]ii;0 
in(iinn-^4)ffta 

-hM^(*-OV— i(i— l)nnH-(3£— 4)n~2]6+i(i-l)nnc-^2e-f-inflr] 
H-M[[2(i— l)nn-»-(i-2)n-f-'2]6— (i-2)ne^;2^]— P, 

C o,r oll arium 1. 

987» Si quantitates b, ^^ -g \tB. ^nt coniparatae, mt :bioae 
litterae sibi respgndentes N et 92 evanescant, sequentes omnes eva-* 
ne&cen^, -^ti integrale completum forma .«finita exprimetur. Ita ut 
B et f& evanescant, fieri debet 

. 2(5r — 6)zi:n(e — £),etn(gr — *),:;= — 2(e — 6); 

tmde &t g~ezz:by et ipsa aequatio proposita factorem habebit 

CoroIIarium 12\ 

988. In genere autem integralc^ finite exprimetur, si deno- 
tante i numerum integrum quemcunque positivum sit 

5^z=:[(i~ l)nn^-f-i(i — 2J^ 114-116 —i(i~ 2) n^, 

tum vero « 

e z= — [2 Xi -- 1) n — . 1] 6, 
iinde fit , * 

gz=:[(i — l)*nn-4- 1] 6. 

Excmplam 2. 

989. Sumto nziL 1, si^sit e — ^ b et g zm 2 by hn/iu 
4uqucUionis 

\x:PoX(^'^bxyd^j^-^x,(a^^^ydixd 5(da;^cr:o 

int^gralefcm^pletum^usskgttare. 
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20 8 CAPUT, VIII, 

£x formnlis modo inTentis colligimus 

^ — 57 ' 

tum Tcro 

Quocirca babebimus 

hincquc intcgralc completum elicitur 
yiz:A8inJ;»4-acos./x4-g[(3A~4S()8inJar4-(3^4-4A)co8-/a^ 

Corollarium !• 
990* Sumto S( zz: , habebitur integrale partkularc 

Sin autem sit AznO, aliud habebitur 

y = S( icos.lx^^t^sm.Ix^^j-tos.lx). 

C r Uar ium 2. 

991. Posito y—ze^^^^^ aequatio nostra reducitur ad hanc 
:it X (a-^bx) d s -^x xCa-^bx) ssdx-{-x (a — bx) sdx 

-(-(a+2 6a:) D:r— 0, 

cujus integrale habetur s zn -^ inde definiendum, quae aequatio 
in plures aiias formas transfundi potest. 

S c h U n. 

99 ?• Simili modo integratio per series descendentes instttui- 
tur, si cjcponentes singulorum terminorum prodeant imaginarii ; quod 
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CAPUT VIII. 209 

leoTsim exposoisse ne opus quidem erit. Atque haec stifBciunt, ut 
pateat, quibusnam cautells in resolutione aequationum per series 
iniinitas sit utendum. Summus autem usus istarum evolutionum in 
hoc consistity ut aequationes diiferentio-differentiales exhiberi queant| 
quarum saltem integrale particulare algebraicum assignare liceat, 
quos casus supra §.9 69 indieavimus. Similis porro integratio per 
series infinitas pari modo extendi potest ad hujusmodi aequationes 

a? X* (a H- 6 o?^ -4- (3 ic^'^) ^ ^ y + a? (c 4- c 0?** -f- g a?' "^) 5 a: 3 y 

tum autem seriei quaesitae quilibet terminus per duos praecedentes 
determinatur , ita ut si bini contigui evanescant, sequentes omnes in 
nihilum sint abituri* Quodsi autem terminus ab y vacuus afFuerit, 
resolutio in series fit facilior, cui propterea non immorandum cen- 
seo. Yeluti si proponatur haec aequatio 

X xd^ y — xd x^ y -^a x^ y^ x^ zizb x^dx^y 
series a potestafee x'^ est inchoanda, ponendo 

j/ — A^'^ -f- B x™ + " + C a?«+^* 4- D a;'»^^^ + ctc 

tmde fit 

m(m— 1 )Aa;^H-(m-+-n)(m-f72— 1 )Bx^+'*^(m^2n)(m-+.2n— - 1 ^Cx^^'^^ etc. 
— mA — (m-+-n)B. — (m-»-n)C 

— b H-Aa H-Ba 

hincque 

jk ^ -D — A fl p ■ — B g -. 

^ m(m-a)» ^ — (m-t-n)(m-t-n~a)» ^ (m-han) (m^-an — a)' ^^* 

ubi quidem multa observanda occurrunt, quae per praecepta supra 
data expedire licet. Imprimis autera in hoc negotio juvat, aequa- 
tionem propositam ope ^ubstitutionis in alias transformasse ^ quarum 

Vol. II. 27 
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aiO CAPUT VIIL 

ttsoLutia per series fiat Siinplicior, quod cum phnribtts itiodis fiepf 
possit, hoc argumentum sequenti capite dirigentius pertractare visum 
eaty idque pro forma aequationum 

quandoqmdem pro alils formis hujusmodi tranaformatio raro bcunk 
inyenit^ 
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CAPUT IX. 

D £ 

TRANSFORMATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIO- 
DIFFERENTIALIUM. 

i^BDy-f M3a?3y-I-Nyaa;2 — o. 

Pr o b lem a 125. 

993. 

Aeqnationem diffbrentid - diiferentialem 

'Lddt/-j-MBxdy~^Ni/dx*z=:0, 
in qua L, M, N sunt functiones quaecunque ipsius x, sumto ele- 
mento d x constame, ope substitmionis y — eJ^^*z in aliam 
formam transmutare. 

S 1 u t i o. . 



Cum hinc sit ^=zVdx-\-^, erit differentiando 
— -^^dxdP-h-— — , ergo 

ddy ddz ■ ^Vdxd» , -, -v _, «_^ » 



y a < 

Quare cum aequatio nostra sit 

erit facta substitutione 

Lddz , uLVBxdz 
— r r- "■ 

—i — ^ 

seu per x multiplicando 



-+-Laa;aP4-LPPaar* 
-UPdx^-^Ndx^^^O, 



«• 
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212 CAPUT IX. - 

L5dz--h(2LP^-M)^a7dsj 

+ zda7(L3P-hLPPda?-f.MP^a:-+-N3a:) = (>, 
ubi pro P functioncra quamcuoque ipsdus x accipere licet, unde 
innumerabiles aequationes inter binas variabile& x et z ebtinentur. 

Corollarium I. 

9 9 4. Qnodsi ergo hanc aequationem transfbrmatam mtegrare 
vel per seriem rcsolvere liceat, ex inventa vaLore ipsioa z habe»» 
bitur y zn e^^^* z. 

Coroliarium 2. 

9 9 5. Aequatio transfoi-mata simiBs est propositae, propterea 

quod in ea variabilis z cum suis: differentialibus d^z et dd^ ubi- 

que utticam dimensionem occupat, perinde. ac ^.in. aegoatioae prot- 
posita» 

Corollarium 3. 

99 6» Si eveniat, ut ambae aequationes, proposita ac trans* 
formata, aeque commode per series rcsotvi possint, hoc modo 
plures. resolationea ejusdem aequationls exhiberi possunt 

S c h 1 i o n t. 

9 97. Cum aequationcs commode per seriea resorubiles ini 
kac forma contineantur 

xx(a^bx^) ddx-^x(c^ex^)dxdyA- (/-f-S^^r^^^ydar^znO^ 

ubi est 

L — xx^a-^bx^), M n:a(c H-e o:"), N rz/-f- gro:^, 

ut transformata similem obtiaeat formam, fierr oportet LPza7(juL-f-yar*)^ 

u — f- y x^ 
— — *- Hinc erit 



'^°i'"''=r^Ti^- 
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CAPUT IX, 2t3 

— fka — |UL (n-H l) b x^ -^v (?r— l) ax^ — v 6 o;** 

a; o? (a -f- fr x"^)^ -—--——- 

ideoque 

L 3 P+ L P P 3 o: + M P 3 o: 1= 
# _ jjLa— (n-i-l> |UL6a?'*-+-(n— l) yaa^— j/fio:^*^ 
< -f-IxpLH- 2 jjLV o?^ -^vvx'''' \ laU-bx"^ 

l -f-|JLC 4- jjL e 0?*^ ~h" y c o;'*' -f-y eo;*'* ) 

«bi divisio per a -+- 6 a:'^ succedere debet Statuatur quotuft 
nr jx h"'-^ ykx^i fietque 

jjLima — c-jr-a/i, yrz:6 — c-+-afc, 

«c praeterea 

2jxy — 0^-^*) H-*"f-('^ — l)ya-|-jULtf4-Kc— (X frA -f-K^Jt» 
nbi- priores ' Tatores subkituti praebenfe 

Qi^k^ny (bc — ae^zzznab (&— ft) -h a 6 Qi^kf ;. 

tmde fit vel 

A_;E~Lidz££., vel h'^k=z — n: 



Litterarum ergo b tl k altera arbitrio nostro rclinquitur, fitque 
aequatio transformata 

X x{a^b x^^ 5 ^ z -f- j? [2 jUL -+- c + (2 y -f- c) a?"] ^ x 9 3 

Hujus autem resolutio tara per series ascendentes , quam descenden* 
lea similea ipsius x postulat potestates : Substitutio autem ipsa fit 

g — c , h c — ae (}> — k) 

tf — X * "^ (a^bx^^ynah n. ^^ 

ubi ne sola potestas ipsius x ingrediatur , sumi debet h — k zzz — - n. 
Nihil interest quomodo hic h accipiatur , sumto ergo hzzz ^ 
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2M CAPUT IX. 



fit k-zzn^ £t substitutio 

a — c be — ae 



■+- i 



quae ducit ad hanc aequationem 

X X (a-i-bx^) dd z -\- X [2 a r- e+.(2 (/i-t- >)6— c) a?"lda; d z 
-t- [/h- (n (n -4- 1 ) 6 — nc -H gr) a?"] ? 3 a;^ := 0, 

S c h o li o n 2. 

9 9 8. Supra §• 9 70. vidiraus, aequationem proposUam inter 
X tt y algebraicum admittere integrale, si fuerit 

c e •[(g — c^' — 4.o f/] V[(h — e)* — 4b g'] . 

aaft^ aa a6 ^^ ' 

quae si transformata simili modo tractetur, integrale algebraicum 
nssignari poterit^ «i fuerit 

■"75 + 76- • TS • • Tb ^* — ^^^ 

quibus conditionibus conjunctis concluderc licet, intcgrale algebrai- 
cum satisfacere, dummodo haec formula 

hc — aa >/[ (7 — c)»— 4a/3 V i^b — e)^ —.jb g] . 

a ab a a - 20. 

divisibilis extiterit per exponentem n, hic signura • . ad ambiguita- 
tem positivi ac negativi designandam adhibui. Quare si ponamus 

j — 4^^ ^^ y — ~^ > 

integrabilitas locum habet, * quoties haec expressio ^^~V~^^^''^ 
fucrit numex'us integer, sive positivus sive negatifus. 

E X e m p 1 u m. 

'9 9 9. Fraposita aequatione 

0? o: (1 — xx)ddy '-h^'^ (i -h2ma:x)dxdy 
— mOn -{- i) a: xyd x^ zzz 0, 
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c APtrr IX- 2*51 

invenire casuSy Cfuibus Uite^rcde dlgehraicuin salUm particulare 
assigfiari potest. 

Hic estarz 1, b — — 1, c ^IZ i, e — 2 niy f— 0, 

gr n: — m (m -t- l) et n m 2. Hinc dedueimus 

/iz=:/[(^ — O^ — 4a/] znO, ct 

/:i=l/[(6 — £?y~4igr] — /[(2m4- ly— 4 m (m -+- i)] 

hoc est k — H^ 1. Formula ergo numero integro aequalis est,. 
' 'ZlJ^ " ^ y unde geminos pro m casus nanciscimur 

vel 2 m ^- 2 — H:: 4 i, vel 2 m — h^ 4 i, hoc cst 
vcl m — -H 2 i — 1 , vel m zzi ± 2 i, 

dummodo ergo m sit numerus integcfr sive positivus; sive ncgativus, 
injLegrale particulare algebraicum e&hiberi potest. Substitutio autem 
aequationem transformatam pracbens est 

— T — a m M flm-H3 

J/~(l X x) — fl ^ S — (1— J?a:) 2 ;5, 

ipsa vero aequatio transfarmata 

XX (1 — o: a?) 5 3 s -f- o: [1 — 2 (m h- 3) a: or] 3 o? 3 a. 
— ( m H- 2) (m -H 3) ar a: z 5 :»^ — , 

quam ex illa oriri manifestum est, si loco m scribatar — m — 3'. 
Ipsa autem haec integralia reperiuiitur,. obXX=:*0, pancndo 

yrz: A-4- Ba:''-4- C x* -hDa?^ -^-Ea?^ 4- etc. 
unde fit 

2Ba:a?-+-12Ca:* -f-30Da;^ -4-66 E a:^ -f- etc. 
— 2B — 12C — 30D 

^2B-»-4C H^6D -+-8E V=0. 

^- 4mB -4- 8mC h- i2mD 
— m (m H- 1 ) A— m (m-f- 1 ) B— ./n (m-f- 1 ) C — m (mn- 1 ),D^ 

Ergo determinatio coefiicicntium. ita. se habet 
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Sl« CAPUT IX. 

B =: ^^*-^'U,C = (m~ .) (m — o) g^ p _, (m — SUm —4) Q, «tc 

Ac si ponatur 

s =: 9( -4- 23 ^* + € a;* -t- © a:^ 4- <£ 07® -4- etc. erit 

SP— (m+23(m4-^) cy g> fm4-4>(m+5) gg e^ fm+ejtm^-?) ^^ ^j^ 

Pr o b 1 em a 126. 
1000* Aequationem differentio-differeiitialem 

ope substitutionis ^ zz: ^-y^ , in aliam ejusdem formae transm»* 
tax-c* 

S o 1 u t.i or 

Hic scilicet quaeritur, qualem functionem Ipsius x pro P 
accipi oporteat, ut facta substitutione variabilis z cum suis dlffe- 
rentialibus d^ et dd z ubique unicam dimenslonem obtlneat. ' Cum 
igitur sit ^ m ^-^— ' erit differentiando 



y y* — By^ «^ dz 

ddy -^Pxdx^ddz %dx^ BV P P z g 9 a4 p^ ^ 

y — d^^ ^ 5^ ' d^a h i' ox ^ 

quibus valoribus substltutis fit 

Sumamus ergo LP4-Nzi:0, seu P — =-2 ^ et multiplicando per 

9zd^x* > nanciscemur 

lidd z — ^ p ^ — LPz^a?^ — M^arda— 0, seu 

Lidd z — Md ccd z — — j^— -f-^L^z-f- N zd x^ z=z 0. 

Aequatio ergo proposita opc substitutionis — — —^j§— transfor- 
snatm: in hanc 
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C A P U T IX. 2 1 7 

Quodsi ergo hinc valor ipsius z era\ possit, habebitur etiam valor 
jf si«s y pei- X exprcsstis. 

C o r o 1 l a^ r i n m 1 , 

10 1. Si iti hac «lequatione - tratisforniata vicissim ponatur 
•^ = ^jl"! ~ , ipsa aecjtiatio pi^oposka exjpritur, unde hae dtrae 
aeqiiatione^ ita inter se cohacretit, «t altera ex altera per similem 
^«ubstitutionem producatur. 

C o r e 1 1 a r i u m ;3^ 

10 02. Si in aequatione transformata secundum subsiitutionem 
priorcm ponatur ^^~Q9a;-f-~, obtinebitur hacc nova trans- 
formata 
L a 3 z ; -H ( 2 L Q + l^ - M - J-l? ) a ;r a i; 

-^t;aa(L3Q-^LQOr):^^QaL-.MQair--.5^^j^ 
^uae ergo ex ipsa proposifta dedtJcitjur ponendo 

d y — N vdx* 

S c h o 1 i o n 1 . 

10 03. . Hinc comfbinando ambas substitutiones , ^uibus in binis 
(praecedentibus problematibus sumus usi , substitutionem hi^usmodi 
^cneralem adlpiscimur 

y — Kdz-fszdx ' ^^^ 

quae si in aequatione proposita 

L 3 D 7/ 4- M 5 .^; d.y H-N^ d:x:^=.e 
substituatur, funotiones P, Q, R^ -S it^a dcfiniri deberit, ut in aequa- 
tione rcsultanie vaviabilis z cum suJs dlircrentialibus nusquam plus 
Vol. IL * 2 8 
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218 CAPUT IX. 

. una dimensione teneat. Oriuntur auteni terraini quadrato d z" afFccti, 
ad quos destruendos fieri oportet 

La^cCPP-HQR — PS)H~L(RaP~PaR)H-MPRDar-i-NRR9a; — 0, 

^ PS PP dP^ P a R MP NJ^. , 

sen y. — R- ~ "S" a i ^ R d« h h ' 

tum Ycro pervenitur ad hanc aequationcm 

Ldc)z(PS~QR)-H hdz (Ra Q •— oaR H- S5P ~ P9 S) > 

^ a.r5z[2LPQ-f^M(()R-+-'PS)+^2NRS] > =: •. 

^ L39a:(SaQ-(23S ^QQ9a;)-+ Sz3x\M<) +NS)) 

Yerura facilius ad hanc aequationem generalem pcrvenitur^ si ambae. 
stibstiLutiones alternatim in usum Yocentur: 



, &c h o li o n 2. 

100 4. Transformatio autem hic exposita co raagis est notatu 
digna, quod etiamsi aequatio transforraata. resolutionem admittat, 
inde tamen non nisi difficulter ipsa proposita resolvatur, Cum enim 
reperta fuerit functio ipsius x^^ quae loco z. substituta aequationi 
transformatae satisfaciat, pro valore ipsius. y inveniendo, insuper 
integralc hujus aequationis -r^ zz: '—{^^-^ investigari oportet, ubi 
ctsi variabiles x et j/ a se invicem. sunt separatae, tamca difficul- 
taies insignes in ipsa integratione se exercre possunt. FierL ergo 
poterit, ut opc hujus substitutionis , ejusmodi aequationum. integralia 
cxhiberi queant, quae directa via vix invcstigare liceat. Scilicet si 
eveniat, ut integrale aequationis transformatae vel ope methodi cu- 
jusdam supra expositac inveniri, vel per seriem abruptam exprimi 
possit, tum etiam ipsius aequationis proposiiae integrale habebitur. 
Etsi. enim casu postcriori integrale tantum particulare innotcscit, ta- 
men cx eo, semper in hoc aequitionum genere integraJc complctum. 
dici potest. Namque sL aequationL 

TUddy '^^yidxd y -^-^ yd x^—0> 
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CAPUT IX. 219 

particulaviter satisfaciat valor j/~X, ponatur t/~Xv, fictque 

LXaa^-H 2LdXat;H-Lt;aaX i 

-hUXdxdv -hMvdxdX C=0. 
-4- N X i; d a:* ) 

At quia X "H^y per hjpothesin aequationi satisfacit, erit 

La5X4-MdaaX-f-NXaa:*=iiOet 
LXaat; -H(2LaXH-MXax)a«=:0, «eu 

unde integrando oiitur 

' — /" — 
XX^v — Ctf ^ ^x, porroqiie 

ita ut iritegrale corapletum slt, 

quod ergo ex quoVibet integrali particttlari j/ zz: X «lici potest* 



Ex e mp lum. 

10 5. jiequationem differentio - differentialem 
X X {a -^ b x^)d d y -^ ^ (S -\- e x'^)^ xd y +/y d x^ z=: 
transformare ac per seriem integrare.. 

Cum hic sit Lzzzx x C^ -^-b x"^)^ M zii x (c-f- « o:'*) et Nzir/, 
uiendum est hac ^ubstitutione 

• dy_ ^fzdx' 

y X X {a-^b x^) d z^ 
qua nostra aequatio teducitur ad hanc formam 
XX (a-f 6a:^)DBs ^-a7(2a - c-f [(/zh 2)6— e] x^) dxdz-hfzdoL^^ZHOp 
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220 CAPUT rx. , 

pra cujas resolutione si ponatnr 

ficri debet 

X (X — 1) a -H X (2 a — c) -f-/= , seu 

X X a -+- X (a — c) -h/=: , ergo X — ~ 

Serics autem abrunipetur per 9 70, si hacc expressio 

«fcnotante » numcrum integrum positivura, hoc est 



a a 



Sin autem ipsa aequatio proposita hoc raodo iti striem resolVatur, 
haec abrumpetur, si fuerit 

c ^ _^ (6 — -42 V[(a— c)^— 4a/l _ j ^ 

2 a ' a>6 2 b 2 a ' ' 

lioc cat 

fl a 5 ^^ 2 - fla 

'^^i r^ — 5-^: n — '"'• 

Unde intelligltur, integrale finitum exhiberi posse, sive numerus in- 
teger i sit positivus sive negativus. Ad banc vera duplicitatcm jam 
piior subslitutio perduxerat (998-)5 ita ut haec nova substitutio 
nullos novos casus integrabiles suppeditet.. 

Scholion 1. 

t0 06. Ut tamen pateat, quomodo ex' vatore finito ipsius z 
valor finitus ipsius y elici queat, contcgiplemur casum 

xxCa-i-bx'^)^ dy-^x^S a-^ex^ydxd y — 2 4 aydx^ — 0, 

ttbi n n: 2, c zzi H a et fzn — 2 4 a, quae facta sub^titutione 






\ 
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CAPUT rx; 22 1 

X X (a^ b x^)ddz -\- X [ — a rh (^ b — e)x x]^xd z. 
— 24 etzd x^ ziz 0-, 

ubi jyio seric ascendente fit 

X X — 2 X — 24 — vel (X — 6) (X -+- 4) — a. 

Statualur 

zzziAo:— ''^-f-Ra:~*-f-C + Dx-* +etc. 
erit 

20 Aax^^^-h 6Bax^^ * -f. 2Daa:*'-hCtc. 

^20Afr H^eBd ♦ 

^ 4Aa H- 2Ba -Jf — 2Da ^=0. 

— 4A(46 — O -^ 2B(46 — c) ^ 
^24Aa — .24Ba — 24Ca — 24Da 

Cum erga sit D — , sequentes termini omnes tolluntur. Tum 
vero est 

t6 B anz 4 A (6-H tf), 24Ca— — 2 B6-+-2B<r^ < 
ergo 

4 fl ' 1 a a 24 a a ' 

hincque 

^ ^ Vji* "^ 4 ax» "«^ 4« a a / 48 a a'i4 ' 

unde scquitur 

dz-Adxi^^-^—^^zzz-^^^^ 
Ergo 

d^ ^_^ — [48 aa -h t8 a (&--|-g)3CX + (» g — bB) x4 ] -> 
y ar (a + 6 x») [8 a"-f-"(6 -+-€•)* x] ^ ^^ 

seu rcsolVendo 

dy — 6dx (6b—e)xdx . g^b-j-e^xd x 

y X » a-4-6xx *^ 8 a-h (^H-O * *'"' 



Bijncque integrando 



66— g 

j/ n: -^i (a -^- 6 o; :r) « & [8 a H- (6 -I- ^) x a:].. 
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222 CAPUT IX. 



S ch o li o n 2. 



100 7. Quod hic caisu fortuito evenisse Tidetur, ut «x ralore 
ipsius z invento quantitas y commode definiri potuerit, idem per- 
petuo evenire oportere, sequenti modo in genere ostendi potesu 
Cum enim aeqnatio proposita 

L 5 3 f/ -I- M 3 o; 5 1/ -4- N f/3 o?* =: 
^•pc substitutionis — ~ =-3^ — in hanc «it transformata 

• y XaO% 

Laaz — Maa:9z — iAjJif -f.aLaz4-N:3ax^=:0, 
«i haec per L9z dividatur, prodit 

cx qua integrando elicitur 

aLda — / — ; — 

■quac invento valore ipsius z, statira sine nlteriori integratione prae- 
bet valorem ipsius y. 



Cum porro sit 

a 

hincque 



/•Md* 

y ZZL — L^j^ — , erit ^y— — azdx.% J l. 



ydy — S ^ » 

atque hae relationes eo magis sunt notatu dignae^ quod ex iis 
acquatio proposita nonnisi per plurcs ambages ad transformatam 
reduci possit. Ipsa enim formula pro y substituta perducit ad 
aequationem difFerentialem tertii gradus, quae autem raanifesto inte- 
grationem admittit, ipsamque aequationem hic invcntam suppeditat. 
Hinc igitur occasionem adipiscimur ejusmodi -substitutiones investi- 
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gandi^ quae quidctn ad difFercntialia tcrtii gradus ascendant, Tcrum 
taraca per iategrationem ad difiereiitialia secunda redigi se patiantur. 

P r b 1 c m a 127- 

iOOa. Aequationem differentia - differcntialem 
Lddy-f-Maa?dy-|-Nyda?*=0 

ope Fiujusmodi substitutionis yzzz-^— \n aliam aequationem parites 

diflercntio- diflrerentialem transfoi-mai-e. 

S 1 u t i 0. 

Ob 5/=:^^, fit 

quibus formulls substitutis oritur hacc acquatio diflTerentialis tertii 
gradus 

Lpa^s + ^Lapaaz-t-Lasa^p + MParraas 

-f-Ma:raPds-hNrdjf^as=:0, 
qiiam ita comparatam assumamus, ut per functionem ipsius x^ quae 
sit Q, multiplioata integrabilis cvadat. Integrabilis crgo sit hacc 
forma 

LP<2 5^z+2L(>aPaaz-|-MPQaa:a^s-f-LQa;3^dP 
+ MQ^:cdPaz + NPQ5a:'azz:iO, 
cujus integrale sit 

LPQaaz4-S3a?as-4-Tzda;^=Cd:r^ 
unde coUigitur 

aaz(2LQaP4-MPQ9a:)zi:dd:3(D.LPQ^-Sax), 

as(LQaaP+MQaa7aP-f-NPQax^)z=:9z(5a?aS-f-Tda:'), 
et z d .r^ 3 T in , ideoquc T quantitas constans. 

Inde autera fit 

SaarzziLCiaP — LP()Q — PQ^L -h M P Q 9 a:,. 
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e% quo per alteiam condittonem clicitHr 

H- LP^^Q -h L9 Pao -^f. p^oaL + PQSaL -h PDQdL 4^ Q^PdL 
— UVdxdQ—^lQdxdV—VQdxdyi, sive 
"rdx^^zPdd.LQ-^Vdxd.UQ^FNQdx^ 

Quare cum T sit quatititas constans, ponatBr Tina, «tque hinc 
eommode fundtio P definitur, scilicet » 

Tiocque valore pro P assumto^ aequatio proposita ope siibstitutioiii» 
.y — -^— transformatur in hanc 

LPQaaz-f-^^CLQaP— LP^Q — PQaL+.MPQa:r) 

^azdx^ — Qdx\ 

ubi cum z constante quantltate augere ficeat., constans C omitti 
potest. Dividatur cvgo haec aequatio per P Q et prodibit 

seu' in postremo termino valorem ipsius jP substituendo 

J.ddz^dz{^^-^^^^Mdx) 

-{-QCdd.LQ — dxd.MQ^NQdx^^y^O^ 
atque 1110 pro Q functionem qaamcunquc ipsi*is x accipere Iicet«. 



C r o 1 1 a r i u m 1 • 

10 09- Hinc praecedens sul>stitutio derivalur ponendo 

dd *LQ — d xd .M Qi::z j idcoque 
3 . L Q — M Q a o: z=: C 5 :r , seu 

e •/ L L Q — C/ tf J * L a cp-hJy^ 
Namquc si bic capiatur C nz , erit 
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— L^ ' ^t P___ — _, scu 

r ndx 

*L ^ y L - . 

- — -j^-e , ut ante- 

Corollarium 5. 
1010. Sin autetn ponamus 
dd.hQ — dxd.MQ=z.dXd^> ut sil 

p a^x 

d.LQ-^MQda:=:X9a:-f.A9a;, 

porroque ifitegrando 



c 



"-. LQ=ife ^- dx(X^A)-t-B^t 



Corollarium 3. 

10 11. Ponatur /c "^'-Xdo^rrtf •'^V, <t 
AiziO, BzzO, eritX=i:|^~^ et QznJ, ideoque 
a 5 ^ 

Si igitur sit V n: a , erit Q zn -j^ , 

p LL8x 

LN()« — LdM-+-MdL* 

^t aequatio resultans 

T-^^ i^ /LaP Tiyr:\\i t;a*(LNd* — L3M-4-M3L) \ ^ , . 

S c h o 1 i n. 

10 12. Haec autem nimis sunt genei^alia, quam ut inde quic- 
quam ad usum communem concludi possit. Utcunque autem trans- 
Vol. II. 2 9 
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formatio instituatur, ct aequatio transforinala in seriem resolvatur^ 
haec nuUia aliis casibus abrumpi videtur^ nisi iis quibus ipsa aequa- 
tio proposita, et inde per prlmam substitutionem traudformata, ad 
aeriem alicubi terminatam reducitur, Ex quo pcrspicuum est ope 
hujusmodl transforraationum vix unquam novos casus integrabiles erui 
posse. Verum dum hactenus laco variabilis y aliam z per substi- 
tutionem introduximus, altera Xy ex cujus potestatibus series forma- 
kantur> retenta, nuuc etiam paucis exploremus, quomodo loco ipsiuso; 
aliam variabitcin t introduccHtdo, transformationem perfici oporteat; 
ubi imprimis notetur necesse est, cum ante elementum dx assum- 
tum fuerit constans, jam ia transformata elementum ^t constans 
accipl debere. Hic igitur t scribetur loco certae cujuspiam functio-^ 
nis ipsius a?, quam autem ita coraparatanx esse decet^ ut aoquatia 
icsuUans ne nimia fiat complicata.. 

Prahlcma 128. 

1015. Proposita acquationc diiferentio - differentialL 
L3 5y + M3a:Dy-hNy3a7*— 0, 
toca quantit&tia x aliam t inu^oducere ^ quae functionr cuipiam ipsius x: 
aequetur^ 

S o l u 1 1 o. 

Bivisa acquatibne pcr 3x, rcqraescntctur aequatio ita 

L9.|| + Matf-HNy9a?— 0, 

ut jam consideratio clemcmi d^x, quod constan» crat assumtuqr^ 
ait exciusa. Cum t aequetur functionl cuipiam iptsiiis Xy fiat inde- 
d t ZZL Pdx^ scu d X zz: yj wide nanciacimur 

tft siunto> elementa dt constante 
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wbi tantum superest^ ut in quantitatibus finitis, quae adhuc Tariip 
bilem x complectuntur, ejus loco altera t introducatur. 



£ X e m p 1 u nu 
1014. Proposita sit haec aequatio 

X X (a-f- Jor") ddy-hx (c-^-ea^) dxdy-^ (/-^gx^) yd x^ — , 
in quam loco formulae h-^kx^ introducatur t. 

Cum ergo Sit 
tzzzh ^kx^^ tni dtznnka^^^^dx^ 
ideoque 

P— nfta:*— ' et "dV z=in (n — nkx''--^^ xill^^^=^. 
Quare habebimus 

^ nJix''—' 
vSive 

I u «N^^ .'<n^l)dtdy(a^bx'')-\-dtdy(c^ex'^) 

"Siixnc rero «st af* ziz —— , ^ui valor substitutns pracbct 



n{ak—bh-^bi)hdy 



(n — i)dtdy{ak-bh-^bt)-+-dtdt/(ck—eh+ei) 



t-h 



, {fk-gh^gt)ydt^ _ 

"*■; n (t — /1)2 — <^- 

Verum hic ita. nbique £ — fe occurrit, ut aequatio «iTnpliclor era- 
dat loco t — h scribeudo u^ tum autem perinde est, ac si loco 
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potestatis a^ scripsissemus quantitatem u : neque crgo hinc quicquam 
lucri pro novis scriebus eruendis. redundat. 

* C r 1 1 a r i u m. 

1015. Si in aequatione gcncrali loco x^ scriberc velimus f^ 
crit 

dtznmx^^^^^dx ct P=ima?^~V 

ct aequatio i'csultabit, ob • 

^P — m(m- i^x^-^-dxzzz^^-^^^, 

ista 

(m— l)LafDf/ „^,^ Nf/a/* 

" ' X mx^^ 

seu 

„L99s, + i ^^ + +____=o-. 

S c h 1 i n^ 

1016. Plura de hujusmodi acquationum transformationibus 
tradere haud necesse videtur, cum cx his fontibus haud difBculter 
omnes transformationcs ad usum idoneae derivari qucant, Datur 
autcm alia methodus prorsus singularis hujusmodi aequationum diffe- 
rcntio - difTerentialium integralia exprimendi, quae per formulas inte- 
grales binas variabilcs involvcntes expeditur, dura altcra in integra- 
tione ut constans tractatur. Ita si P fuerit functio quaecunque binft- 
rum variabilium 07 et u, ac ponatur y :zz/P d x^ considcrando u 
in integratione ut constantem, integralc hoc fP^x erit functio 
ipsarum x et u, quod ita detcrminatum , ut evanescat posito x ziz 0, 
si deiuceps statuatur x ziz a, obtinebitur functio ipsius u ipsi y 
aequalis, quae si satisfaciat aequationi cuipiam diiTercntiali inter u 
et y propositae , haec acquatio resolvetur formuia y zzz / Pd :r^ 
quae ut cjus integrale spcctari potcrit. Atque hoc modo innume* 
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rnbilitiin aequatlonura difFercntJO-differentialium iniegralia exhiberi pos- 
sunt, quae aliis niethodis prorsus intractabiles videntur. Quaraquam 
autcm forroula fPdx, spectata quantitate u ut constante, actu intc- 
grari ncquit, tamen ejus integrale in hoc negotio pro cognito accipi 
potest, quia ejus valbr saltera per approximationes assignari potest*. 
Scilicct dura sumla x pro abscissa, si P denotet applicatam ortho- 
gonalcm ei convcnientem , foi-mula yP 3 a: exprimet aream ejusdenk 
curyae abci^sae x insistentem, ac posita xzzia^ area habetur 
deterniinata valori t/zzz/P d Xy prouti cum modo definivimus, acqua- 
lis, quae ergo, uti loquisolent, per quadraturas curuarum assignari 
potest, ex quo haec integrandi ratlo commode appellatur constructio 
per quadraturas. Hic autem imprimis ad eam rationem, qua inte- 
gralia in particularia et complcta distinxiraus,^ attendi convenict; 
unde soliicite est caveudtim, ne integralia hoc modo inventa pro 
corapletis habeantur, nisl qilatenus binas constantes arbitrarias invot- 
vant. Cum igitur eidera acquationi differentiali infinita integralia 
particularia conveniant, mirandura non est, si hoc modo pro eadem 
acquatione proposita plura integralia diversa inveniamus. Hoc autem 
argumentura fere prorsus est novum, neque a quoquam adhuc per* 
tractatura, si quidem nonnulla specimina, quac equidem j&m dudum 
dcdi, cxcipiantur ; ex quo dubitare non licet, quin ista methodus,, 
si diligentins excolatur, aliquando forte praeclara ihcrementa in Ana- 
l^sia sit allatura^ 
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D E 

CONSTRUCTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIO - DIFFEREN^ 
TIALIUM PER QUADRATURA& CURVARUM- 

Problcina 125, 

1017.. 

Oi fuerit yznjTT d :x^i tlenotante T Tunctioncra quamcunquc Vina- 
Tum quantitatum a? ct m, quarum autcm haec u in 4ntegrationc ut 
constans spcctatur, post integrationem vero ^tatuatur ajzzia, ut y 
aequctur functioni cuidam ipsius u ; quodsi jam u ^ariabilis suma- 
tur, inyestigare valorem ipsius ^, 

S o 1 u t i o. 

Cum y V d X exhibcat functionem quandam l>inarum quantita- 
tum a: ct u, cujus diffcrentiale , sumta i/ constante, est zizY d x^ «1 
tam u quam x vX variabiles tractcntur, difFerentiale aequationis 
y in/ V d X talcm habcbit formam , 3t/zz:V^a:-4-UdM, quae, 
quia est differentiale Tcrum, necesse est sit (5^) — u^). At cura 
V sit functio data ipsarum a? ct u, poliatur dVz:zPda7-f-05i/, 
critque (g-^— Q, ideoque (^— )z:zQ, Hinc'considerata iterum u ut 
constante; crit dUzzzQ^ar, et Uzzi/Q^a:, in qua integratione 
sola X pro variabili habetur, Quocirca si hunc valorem /Q^x 
^ cognitum spectcmus, «quippe quem per quadi'aturas assignarc licet, 
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231 



crit ^ifZZiYdx-^d u/Q d x. Quaeriraus autem Id ipsius y diffe- 
reatiale, quod ex variabilitate ipsius U tantum nascitur ; quod cum 

sh D y ~ 3 w/Q.^ X crit valor quaesitus ^^ ~/(2,d Xy sl nempe 
post integratjonem itidcm ponatur or— a.. 

Corollarium t. 

JfOlS. Cnm sft ym fY ^ x functio ipsarum x ct m, pcr 
integrationem autem formulae Ydx^ m qua u constans spectatur, 
functio quaecunque ipsius u loco constantis accedere possit, functio y 
per scf^rit indeterminata , determinabitur autem statim, atque inte- 
grale /Y d x ita accipiatur,, ut cvanescal posita xziLO.. 

*^ C o r 1 1 a r i u m 2^ 

1019. Hac conditlone observata evancscct y posita x zz: , qui- 
cunque valor altcri quantitati u tribuatur, crit ergo ctiam y-^du(^)z: 

facto^ a: ~ ,. ergp etiam (|5 zz 0. Unde patet / Q 5 « = j^ 
ita quoque accipL debcre , ut posita x zn 0' cvancscat.. 



C a r i 1 a r i u m 5. 



1 02 Ov Cum y —/Y d x crit (|£) = V,, hine 

ydudxf — ^du^* 
ka si ponatur (|^r=:Z, crit quoque 

Quare spectata u ut constante, erit 

az=ax(|5, etz=/d*0 

ideoquc 
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CoroHarium 4. 

1021. Quo<3si ergo pbsl integraiiones ita absolutas, ut inte- 
gralia evancscant posito a^riiO, ponatur orizra, tam yalor yzrzffdx 
quam l^ — /^^(l^ ^^^ functio dcterminata ipsius u. 

Corollarium 5. 
i052. Simili modo ulterius progredicndo eril 

(Jt^iare si L, M et N dcnotent functiones quascunque ipsius u, «lit 

toiumque negotium huc redit, ut ista forraula intcgrationem admittat. 

S c h o 1 i n. 

10 23. Datis scilicet ipsius u futictionibus L, M, N, quaeri 
debet functio V binarum variabilium xttu^ ita ut spectata w con- 
stante formula 

[L(|i?)-4-M(|^)-f.NV3aar 

absolute fiat integrabilis, cujus integrale, ut sit determinatum ita 
capiatur, ut posito a;~0, evancscat, Tum vero statuatur xzzza^ 
ac si illud integrale etiam hoc casu evanescat, erit 

ou^ d u ^ ^ ' 

hincque aequatiorii satiifacit valor y zin/Y d x , lege indicata sum- 
tus. Problema autem, datis functionibus L, M et N, investigandi 
functionem Y maxime est indeterminatura, neque methodis adhuc 
cognitis in gcnere resolvi potest ; ex quo convcniet id inverso modo 
tractari, ut sunita functione V, allerae L, M et N indagentur. 
Hinc aequationes difFerentio-differcntiules consequemui-j quarum intc- 
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'grftCa hoc iiio4o ftMignare Talebimua» quae «t aliia tt#tho4ia tfactan 
nequeant» insigne lucrum auppeditant Q.ued8i integral^ illud 

poslto xzzza non eyanescat, sed datam ipsiua u functionem U 
exhibeaty yalor t/zzz/Y^ps conveniet buio aeqnatioiu 

quae cum infinitis modis in alias formas transmutari possit, etiam 
harum integraira istnotesceiit, ubi simul hoc commode evenit, ut 
etiamsi integrale tantum particulare obtineatur, inde tamen plerum* 
que integrale completum haud difEouIter colligi queat« 

Problema !30. 

10 24. Inyenlre aequatioaes differentio - diSerentiales formae 
h^ -h^ -h-N f/mU, ut L, M, N et U sint functiones ipsius u, 
cujus elementum d u hic pro constante accipitur^ quarum integrale 
ope constsuctionis per quadraturas exhiberi possit. 

Solutio. 

Sumatur functio quaecunque binarum variabilium u et j?, quae 
'sit V, capiaturque integrale y V 3 o: spectata quantitate u nt con- 
stanle, ita ut posito x — , evanesoat, tum vero fiat a? zr a, deno* 
tante a quantitatem quamcunque constaaitem, ut jam /Y d ^ expri- 
raat functionera quamdam ipsius u tantum, cui quantitas y aeque- 
tur^ ut sit yzzi/Ydx. Cura jam sit 

his integralibus pariter ita suratis, ut posito .xzzz evanescant, 
tura vero statuatur xzzza^ quaeraiitur functiones L, M, N ipsius m, 
ut haec fopmula 

/a^tL(t^;)-hM(|^)-t-NVJ 
Vol. II. 30 
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fiat absolute integrabilis, ejusque integrale ita det«rminclur> ut posita 
X — «, fiat id — U. Quod si fuerit praestituai, evidena est, aeq^A- 
tioni differentio - differentiali 

satisfaGerc formulam assumtam y ^rz/Vd^Xk 

f 

Car oll arium t- 

1025. Assumtio- crgo functionis T non penitus arbitrio nostro 
pcrmittitur, sed ad hoc potissimum est spectandum, uC talis £brma 

/aa:rL(||?)-HM(J5 H-NVl. 
pcr se fiat integrabilis«. 

Corollarium 2. 

i 2 6 . Infinitae ergo hinc statim excluduntur formae ad hunc 
scopura ineptae, cujusmodi sunt V — UP, exrstente U functione 
ipsius w et P ipsias x tantum ; quia. tum foret 

!, = 0/P3y, |J = |S/pa. « |^ = |?«/P3:., 

quippe quae idem integrale complectuntur, ita ut ex earum con- 
junctione formula absolute integrabilis confici nequeat.. 

Exemplum 1. 

1027. Sit y = :^^V}^,ety=z/.rnda:'/^^-^ll inte. 
grali evanescente posito xzziO, tum vero facto x — a. 



Erit ergo 



\duj y iuu-^xx) icc^xx) \d My 



XX 



Cuu-hxx)^^ (cc — xa:} 
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ei Intcgiabilis x'eddi debet haec formula 

^/ hx X Mw „, uu-i-xx\ 

\uu-^xxMcc-<rx} V<^''^^^^Kcc-xx) cc-^xxj 



I 



[liXX-^y[u(uu-^xxy •4-N<utt-f-a7a;)^]. 



seu 

x^ d X 

3 — — 

iuu-i-xxfi/Ccc — XX} 

X^ 4- I r/(^c c — XX) 

Statuatur integrale zzz — , cujus differentiale cum sit 

y (w u -h a? a?) 

(n-4- 1 )a:" (cc— ^ro:) iuu-^xx) — x^'^^ (uu-^xx^ — a:"+^ icc—xx^ ^ 



seu 



3 

(w u -f- a: a;)^ Y ic c — o? a?) 
o:^ 3 a: ((n-f 1 ) ccuu-\- (n-h 1 ) cca:x- (n-i- 1 )MMa?a:-.( w-t- 1 ):r* 



3 , 
(wM-ha:.r)Y(<^^-^^)r —^c^x ^uuxx 



i)x^l 

i 



cum qua si proposita comparetur, fiet 

M u^ -h N M* ir:: (n -4- 1) e c w «r, 

L-4-Ma + 2Nwuzi:wcc — (w-+-2)uttet 

Nzr:: — (n + 1). 

Hinc elicilur 

Mu^zCn+nCcc^uu^, seu M — ^"^'^^^^V) , et 
Lnz — (nH-l)(cc-f-uz^)-f-2(n4-l)MM-f-ncc — (n-+-2)Mu, 

seu L rii — c c — u u. 

Quaraobrem habebimus 

(cc-¥uu)ddy . (fi-^-i) (cc^uuyd^ ^ ^. tt^+'/(cc~aa) 

^ i^^ uou y(aa-f7-wM) 



Digitized by 



Google 



t96 CAPUT X, 

cui aeqtrationi 'satisfacit y~/^3^>^^x— «^»^ integjratfone abso^ 
hUa ttt f»t indicatum. 

CoroIIarium t. 
1028« Sumto ergo a rz: <: , formula " mtegralia 

porita post integrationem x zncy exhibebit iutegrale hujus aequa- 
tionis 

u(cc-f-MU)9?j/-^(n-f.l)(c<?'-4-Mw) 3w9j/-H(n-f-f) u^3u* — a> 



seu 



CoraLIarium 2^ 



f©7?^* SI sit nr= £r per int^grationem invenitur 
/ora ar V'!ii^:±^zi:i(ce+ " ") Ang. 8in. ^^^-r' 



— J>/(c-euu -I-cca:a? — uu a:a? .— a?*)^ 

— i (cc -^uu> Ang.8jiB. =:ij£^ H-lcu, 
dt posita xznc &L 

S/r=:J(ce + uu)Ang.co». J^;=gH-|ff u, hiiicqae 

9dy 1 1--. rtfko »» — gg ^ c» 

9Ute fbrnntfae eTidenter satisfacmnt aequatioini 

** " * ^ tt. ^^CC-t-«tt 

Coronftrrttu 3^.. 

%M^^ Eoc casit integralje ttiaB» hoc raodo ei^nmi pQtett 
t=Si0^c-hUu>Ang.8itt.^-^|^^-|CM^ 
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teu ciim ejtts inult»plum quodvis aeque satisfaoiat 

y — {cc-^uu) Ang. sin. ^~^ + 2 eu„ 
satisfacit vero etiam: yznce-f-Mu, unde integrale completum^ est 
1/ ziz ct (c c -4- u ii) Ang,. sin. ^^^^^ -f- 2 a c u -h ^ (cc-Hit m>v 

5 c h li o ir. 

f 3 1 . Quod valoir y rz: c c + u u sattsfieLciat , tx ilitegrali 
jnrento cortcludere licet, qjula enim Amg. sin. ct^SXu ^^* fnpctio 
multiplex et termino 2 tt augeri potest, infegrale ipsium augeri potest 
termino 2 x (c e -f- u m). At in genere difFerentia binorum mtegta- 
lium quoque satisfacit, ergo etiam satifrfacere debet yrz:2ir(ccH-WM) 
et generatim ^ = |3 (c c -^ u u). £x hoc casn faciliusr perqiicitiir^ 
quomodo valor assumtvs aequatroni generali satisfaciat, etiamsi is 
per integrationem eyolvi nequeat. Patet autem n -f- i esse debere 
numerum positivum, quia alioquiir conditiO' integralls, ut positO/ 
07=2:0 evanescat^ impleri: neqtdt.. 

Exemplunr f.^ 

10^32. Sumatur 

V ~ a:'»^ • (M u -I- xx)^ (cc — x a?)^ erit 

(^^)zz: 2 jXMx^— »(uH4-a?ar)*«'— »(cc— a:x)^ et 
/93V 

sett =. 2 p. aj»— * (c c — x a:)» (Mif-4-a;ar)'»-^ [ (2pLf-. 1) m i« -|- a? x].. 

Integrabilis igitnr reddi debet absolnte haee fornrak 
/a;'»— ' d a? C<^ r — xx}* (uu-t- xxf-"^ )^ 

(2 ft[C2 jn— l)l«ifc^a7ar] W2|Biu(^iftHhar»)KHr><lUHP^«fj)^]|r> 
sett 
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r 2jdL(2jUL— l)Ltttt-H2nxI*a:a? ^Nx^j 
fx^^^^dx^ccr^xxf {uu^^xxY"^ < -h2|ulMm^ H-2|ULMtt.ra; 

t H- Nm* -f-2 liuuxx 

Statuatut intcgrale. x^ (uu -^x x)^^'^^ (c c -— a? o?)^"*"', cujtis difFe- 
rentiale cum sit 

x^" ^ dx (uii-^x a?)^"" * (c c -^ x x)* ^ 
[n(aM-Ka;a7)(c^— *.a?a;)-+-2(|UL— 1 )a?a:(c5c — xa;)— 2(y-f- 1 )xar(MM-i-a::t)], 
«rit 

2|x(d[ji — l)LMMH-2|ULMa^ -^-NM^ritne^cttU, 
2 |ULL-+-2|jLMttH- 2NMM=z:ncc— nMMH-2 (|UL— l)cc— 2(^^-4-1)^*^, 
Nzz: — n--2(|UL — l) — 2(v/-f-l)=: — n — 2fjL— 2>/ 
At prima 

2|UL(2|UL— l)L-l-2|ULMM^-.NMMI=nCC 

demta secunda dat 

4 |UL (|UL — 1) L — Nmm— (yiH- 2yH-2) MM — 2 (fjL— i) cc, seu 

4|ulC|ul— I)Lr=: — 2 Qx— O (wmh-cc), hlnc L=:=^— j 
<iui valor in prima sustitutus dat 

— (2jul~1)(cc-+-mm) -4-2|ulMm — (nH-2 jjlh- 2)/) MMm /2 cc, 
scu 

2 jUL M M — (nH-- 2 jjL — . 1) c c + (n H- 4 jUL H- 2 y ~ 1) e^ m. 
Ergo 

M (n-haft — (cc-4-uu) , (p. -H v) 

Si n ^ , superius integrale evanescit posito x — , qtiare si 
ponamus xzna, orietur haec aequatio 

..^ (<!c + uu)ddy (n-4-a|UL — 1) {c c -^uu^dy . (/xH- v) «^^ 

~ (nn- 2 juLH-2 K^T/iria^^^aa-t-M?/)^""" (cc~aa)^+', 

cujus integrale cst 

y — /rt'^""' d 07 (m M + o; a?)'* (c c — x xy^ 
integrali hoc ita surato ut evanescat posito x^z:z: ; tiim vero 
posito X — a. 
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C ar all ar iu m t. 

f0 33. Si capiatur azizc, ut postrema pars fiat — 0> sl- 
quidem exponens y -+- i sit nihilo major, formula . 

%izz.fx^^^ d oc (uu + X x)^ (c c — X xY 

posit^ x^^zzc^ post integrationem ita peractam ut casu xzzzO fiftt 
yzizQy crit integrale huju? aequationis 

-H2jJL(A2-i-2|Ut-t-2K)MJ/du^ZZl0a 

Corollarium 2. 

i034. Sitn-f-2juL^l~a, etn-+-4jjL-f^-2j/~izr:j3'ji 
fiet 2|ijLra-+-l— net 2vz:p-^l— n— 2a— 2-H2n — 13— 1-+ n— 2a^ 
et aequationis 

u(cc-huu)337/— (acc-i-[3uu)^u5y-*-(a-i-l— n)(j3^a-hn)uy3u^za 
integrale crit 

a-+-f — n P — i-4-n — a.at 

y zzz/x^^^ 9 37 (u u -4- a? a?) « (c c — o? a?) . * j^ 

posito ar — c, si modo sit n ^ et (3 — 1 -)- n ^ 2 a. 

S e h a 1 i o n. 

1035. Hacc cofistnictio latissime ad hanc aequationem patet 

XX (a-^bx^^ddz^^xic-^ex^) dxdz-^(/-^gx^y zdx^zno, 

primo enim hic sine detrimento amplitudlnis sumi potest n zn 2, 
ponendo x^nzuu. Tum vero uti supra §. 9 9^^ 7. vidimus, ponendo 

^ — ^ I 1. ^^ — ^^ ■ / 

ZZHX a (a^bx) nab ^ y^ 

acquatlo abjt in hanc 

xx(ar^bx^)'^dy-¥'X{2a'^c^2ah-^(2b--e'^2nb-^2bJi)a^]dxdy 
H- {/r ah -eh iohh-^ (gr ^ (b — e -hn6-+ bh) (n-hh)) x^] ydx^m 0,^ 
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iibi $i h itE acdplatOT, ift «it ahh-\^(a -^ c)h -^fzzi , pro* 
dit a^qufttio fonBae, cujua constructioaem dedimus. In casibua 
autem spocialibus difBcukates occunper^ possunt, quibus supcrandis 
sequentia exex^pla inserviun^ 

Exempitim 8« 

1036. Sit Vrzfi^^^^aj^Cc — a-y, erlt 
{-^ z=. m ««»««.0;«+' ic^ xy ct (|^^) ~ mm 6««« ;r«+* (c^xy. 

Integrabilem ergo reddi opoitet banc formukm 

^mux x^d x(c^xy (jnmlAX X -h m M ar -f- N), 

cujus integrale ponatur ziz e^^^ x^^ (c — xy^^ ^ oujus propterea 
differentiale illi formcAae aequari debet : «guod cum sit 

e^^^ x^d X (c-^xy [mwxCc— a?)'4-(/^-Hi) (c-^x) — (K-Hl)a:], 
efit 

Ni3(wH-l) c, mlA:iiLmcu^^ (n-4-K-+-2), ^n mL — — mu. 
Statuatur nunc xznza^ et formula 

y — /e*** 0?*^ ^x(c — xy 

efit inte^rale hujus aequationis 

Hic poni polest mznl, ac sumto czz^a^ aequationis 

uddy-^aududy-^di-^y^ 2}dudyr- (n-f^ 1) aydu^ — o, 

integrale ;est y^zf^^ x^d x (a — - xy, posito post integrationem 
a?3ra, dum sit y-f- 1 ^ 0, ^t n-|- i ^ 0, ut integrale eva- 
nescens reddi possit posito xznO. 

t!orolIarium 1. 

1037. Si hic ponatur yzzie-f^^^, erit 
udz^Tizzdu^auzdu-+' (nH-v-+-.2)2;3a— (n-f-OnSwrrO, 
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cujus integrale est ^ 

dy /e*»a:"+*aa?(a — a:y 

UUt aeqnatio autem posito z — ia-\-v, transmutatur in hanc 
udv-^uvvdu-^in-hy-hQ^vdu — ^aaudu — |(n — y)adu:zzOj 

quae ponendo t; :zz u""'*""^""*^^ abit in hanc 

^_n— V— x^^^ j^-.an-ft»~3 ^sdu — |aau3 w— |(n— y) adu~ 0. ' 

Corollarium 2. 

10 38. Sit porro 

u-*-^~^auir:D/ seu u-*-**^' =: — (n-f- m H- 1) f, 
ut fiat 

dj-f-5^3i — iaa u^«-^^^+4 9 t — j (n — y) u"+«» + ' d * — 0, 
quae ergo aequatio etiam construi potest. Vel sit 
— (n -h y -H 1) i — /> crit 

^^^r aar «+^+« ^r (n~)/)r »^+»+"3^ 

3^ — H h ~ 0, 

7iH-y-4-l 4(n-|-K+l) 2(n-Hj/H-l) 

<juac posito szzi — (w +-y+ 1)<7 abit in 

— an — av — 4 — ^^ — ** — * 

aar "+'+~ar— 2(n— v)r «+» + « dr 
dq-\-gqar — — ; ~-5 = 0, 

hicque est 



^__^„-l-y-H.i ^t z=r|a^(n -f-K-h l)r"-+-''-^'9. 

S c h o li o n. 

1039. Cum aequationis differentio - diffei-eritialit 

ddy s , (»-+-»-4-9)31* (it-4-iUya u . 

Vol. II. 31 
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242 CAPUT X. 

integrale sit y zz:,fe^^ x^ d x ia — xy ^ videamus, quomoda haee 
ipsa aequatio in alias formas transfundi possit. Sit primo uzi:. ol t\ 
ideoquc du zzz ctXi^'^ ^ d t^ unde fit 

^^ ^y ^ (n-t-K-^2)5y Tiin-^ t)aydt 
— /i.-T — t;^ ady-\ T =: 0: 

tumatur jam elementum ^t constans, cxitque 

ddy (K—i)dy ^^ . (nH-y-^2)5y X(n^i)aydt 

— N r- -^ % aoy-A s: — • im 

aKt^-'dt aXp" ^ af^ t 

seu 

cujua integrale est 

^ OLt^ X ^ ^ 
yznfe x^oxia — xy. 

Ponatur porra 

^zzzPa^ + ^, ut sit z — t-S^^^y, erit 

9asH-2Pd^3s— aXaf^-»di33^(Xn-f-Xj/^-X-l-l)^H-sa<5P 
4.«a«*EPP-aXaf^- 'P I t^"+^^;^^+ 2l?--^aXX(n-f-i)a<^-^l — o.. 
Ad terminos etemento 3 z affectos tollendos statuatur 

Pz=|aXa«^-' - (Xn+Xv + x-4- ^^ 
£etque ac prodibit haec aequatio 

ZTiz^zde [ ^"+\\"^^^* - -4-|aXX(n~ ^)af^- '-fict^X^a^f»^- ■] — o, 
eujtta propteret integrale est 

— 4 a a f^ Xn H-x^+X-f-i a i^ X 
%-=Le t a ft x^^.dxia — xy.. 

Qjiodsi ergo sit vZZLn^ X X (2 /i -f- 1)' — 1 rz: 0, seu 

^=7?-;^' «* a=± 1=1:2(2^4-1), 
kabebitur haec aequatio 
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cujus integrale est 



Yel hujus aequationis 
integrale est 



unde' occasionem arripimus hujusmodi integrationes generalius inve- 
stigandi. 

Exemplum 4. 

10 40. Si sint P et Q /imctianes guaecunque ipsius u^ et 
capiatur 

y =: P/cQ* a:» — ' d a: (a — ar)* — S 

posito scilicet post integrationem xz^ay erit hic valor ipsius y 
integrale cujuspiam aequationis differentio - differentialis 
xa dj; _^ Maj' jj 

quae quaeritur. 

Ad calculum contrahendum ponamus dPi^P^^M ^t dV^zniP^^du^ 
item dQz=:Qfdu et dQ'z=:Q'^du. Hinc erit 

iJrzPy^^^a;"— 'aar(a-a:)^— " + PQye<?*a:"da(a— a:)^ — ' et 

^Z=z?'ye<i''s:''—'dxCa~xy—'^2?'Q'fe^''a;''dx(ia'--xy'~' 
-+-P QV^Q*a:«aa:(a — xy—^ ^?Q'Q^/e^'' x'''^' dx^a — xy—' 
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244 . CAPUT X. 

unde colligitur 

J.9dy , Mdy , xt.. 

T"«~ ^ "d i" H- *^ S' — 

J ^MP^+MPQ'a;4-NP ] 

quod integrale statnatur iz:c<?*a;"(« — a;)*, ita ut evanescat posito 
x^za, dum sit K^O, uti etiam evanescit casn x'z:z si modo 
y^ 0. Cum igitnr hujus formulae differentiale sit 

gQx^n-x ^ oi (.a — xy-^ [Q X (a — a?) -4- n a — (« -f- k) x], 

ejus comparatio cum forma inventa praebet 

L P^'' -t-M P^ + NP~ n a, 

^LP^Q^+LPQ^-f-MPQ-^^raQ— (n^-M/), et 
LPQ^Q' = — Q, ergo L=j^|>, hinc 

M — ^ — ^l='^-4--^-?_a--^^ et 
— PQ' PQ' r^p pq'q'^pq'q'q' " 

p ^ P P Q^ p * 

«icque aequatio differentio - diflferentialii erit cognita. 

C oro 1 1 arium 1. 
1041. Si velimus ut sit M — , erit 

quae per -^ multipticata abit in hanc 

cujtts integrale est 

^aQpSQ/ 



— Const^ sive 



T=iCe ^-"^Q « / 



J«Q^^ .3u 
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Corollarium 2. 

1042. Sit Q = 2att>^, erit Qf =z 2 aXi^-' y ct 

T» « — aau^ x(n-f-v— .1) + , 

P =: C c w r— — , hinc 

, aau^ — Xfn-4-v-f.i)-f-5 

^ = - r¥xx « w 2 , et 

N — — -4- Q^^^ at est 

aQ»— 2axxaT:5' ** ^*^ 

ii?=-«X(X-Oau^-»a«»-HlL±]L:^- . ll^.^aaXXaau^^-W 

— aXa[X(n-i-K-. l)-f- 1] -+-2iil±lz:±fi! 

4 
seu 

^^-J^raaXXaatt'>^-«aK'~aXX(n-i-y)aM^-«3u^^^^C«+v-j)'--i au» 
hinc 

Nre u « [laaau^^-f-Kn-Oa-t-iMl^^:^*-'^-^. 

C or.o n a r iu m. 3. 
10 43. Hinc erit 

g— — 2aXXu^-'[|aaau^-H(n — v)a-f- ^M"-tarx^'~' »~^3> 
et hujus aequationis 

14^ — j/ [aaXXaau''^-* -t-aXX(n— v) a |,x-a ^ xx (nH-v^-.)'-.,^ 
integrale cst 
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246 CAPUT X. 

Ponamus azz^, 

X (n — y) =:/, «eu v =: n — "^, et — i ^ — — g, 

unde fit 

^ — ^ ^*' *^ a X ' 

et hujus aequationis 

ddy = ydu^{aa u«^- * -t-a/w^-* H- g "-") 

integrale est 

nf^x X(n-Hv— + 1 f«^x 
y=ze^ u * /c^ a?^-' da:<a— a;)'--^ seu 

n?M^ i-h^^^i-f-^g) £«-,x /-x+y(i+4g ) jiJt:^±2lL±M 

^. y = e^ u V /^^ ^ ^*^ 3a;(a-a:) ^^ 

G o ro 1 1 a ri u m 4. 

1044. Si ponamus az::^» 
X(n — K)=:-/, et xxcn + v-0 1:^ _ ^ ^^it 
-.— — -/-HX^-/(i4-4 g) ^t V — i±i^:±^^-i-±iii 

'*— aX cv K ^— ,^x ' 

unde hujus aequationis, quae cum praecedente convenit, 

aaj/ — yau"(aau^^-*-f- afu^-'' 4- g u^ ') 
integrale erit 

?j.X i+V(»4-4g) -ax X -/-X+V (»+4g) ±±l±±±Il±4l) 

j/=:e>^ u ^ ft^ X ^^ aa:(a~a:) ^ ^ 

ubi nefeesse est sit .n> o et k .>• 0. 



Exemplum 5. 

1046. Si ponamus y-nzf^dx iaa — x :r)^- ' cos.au^x, 
-posito post integrationem x^zzia^ ut y ^aequetur certae functioni 
ipsius u, invenire aeguationem differentio -diffei^entialem^ cui ea 
satisfaciat. 
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Cum slt 
^ zr — a X i^"^ /x d x(aa — x xy~ * sin. au^Xy et 
^-/xdx(aa-xxy~'l-cO^C\--i}u^-'sm.(m^x-aoOOiU^^-*xco8.au^xl. 

/y V v-n j N co8.ai^a?-aXMix^-"'a:rsin.au^:r-aX (X- 1 )Ltt^*-*^ sin.att^a: 

Fingatur integrale =: (flt a — x xY sin. a i^ x, quod cvanescit posito 
tam xzizO quam x:iza^ repertiturque comparatione instituta 



^—\^2 2Xv— X-4-1 5,.. ^^ 



aaau 



X 



aX X a X X 

Quare hujus aequationis 

|i2 4^(2 X y — X -4-^ 1) -^ -h a a X X a a tt»^--* £/ = 
integrale est . 

tjtzTL/d X iaa -^x xy^^^ cos. a tt^a;. 

Corollatium 1. 

1046. Si crgo sit y zzz —~ et a m ^ , huju& acquationis 



integralc est 



-|^aatt^^~-^f/=: 

d u^ ^ 



yz=: f^d x\a a — x x^ ^>^ cos. ^ tt^x. 



X - 

1 



si quidem post integrationem statuatur x-nza^ integrali ita sumto 
ul evanescat posito xzizQ. 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

10 4 7. Si igitur sit ^=^7^ — i muncro integro , seii X =: -^j^^ l 
hujus acquationis 
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248 CAPUT X, 

ddy^c^au ^i-^i ydu znu 

integrale est 

y rz:/3 x (jaa — x xy cos. ^ u^ o: 

quod revera exhiberi potest* Prodeunt scilicet casus integrabiles 
supra indicati. 

S c h 1 ion. 

1048. Cum posuerlmus y^zn/y^x^ existentc V functione 
quacunque ipsarum ueto;, quarum autem in hac integratione sola o: 
ut yariabllis tiactatur, non opus est absolute intcgrale ita dctermi- 
nari , ut evanescat posito a? zz , sed sufficit ut certo quodam 
casu x^zz.h evanescat, q;io facto si porro ponatur xzzza^ ut e/ 
aequetur functioni cuipiam ipsius u , quam per quadraturas assignare 
licet, quandoquidem bic integrationem formularum simplicium nobis 
conced^ jure postulamus. Atque hio valor Ipsius y per u expres- 
Stts integrale exhibet cujusdam aequatlonis differentio - dififerentialis 

ubi autem necesse est, ut haec formula 

integrari actu possit, quod integrale iiidem ita cst capiendum, ut 
eranescat posito a:~6, tum vero posito x-zza^ id fiat — U. 

Problema 131. 

1049. Si fuerint P et Q functiones ipsius a:, at K functio 
ipsius u, ac ponatur 

y=/Pdx(A-+-Q)«, 

integrali ita sumto ut evanescat casu xz±h, tum vero statuatur . 
o: — a, «t pro y prodeat functio ipsius u, invenire aequationem 
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differentio - differentialem inter y et u^ em ille ralor ipsuit y tatii* 
aciat. 

S o 1 uti o. 

Sit dKinK^^aM et ^K^zzK^^^^u, et ob 
y=:f(y^-hayVdx, erit l^zr/nr (K+ Q)»^-' P do:, 

ac denuo diSerenfiando 

unde si L, M, N <lenotent functiones ipsius u, erit haec expressio 

-^^-+--ai?H-Ny=/Pa^(K-hQr-X 

tN (K-hQ)" + 71 M K" (K-hQ) -+- nLK^'' (Kh-Q) -h n (n- l) LK^K^ 
_ . (NKK+nMKK^-HnLKK^^-^H-n^n-l^LK^KO 

—f^^^i^^W^"\^2l^Y.Q,-^n M K' Q-^ n Lr-' Q-+- N Q Q5 ' 

quae ;cum debeat esse integrabilis , statnatur integrale 
— R (K. -f- Q)« - « -f. Const. 

ita ut evanescat posito ut ante x = b, ubi R sit futictio ipsius x 
-tantum. Cujus formae differentiale quia est 

(K H- Q)»-' [K a R -I- Q aR -f- (n — 1) R d Q1, 
oportet sit 

[N K K -t- n M K K' H-^ L K K^' -f- n (n — 1) L K' K1 P a a? 
-t- (2NK-f- nMK' -H nLY/') PQaa:4-NPQQdx 
— K a R -f-Q 3 R -*- (« — 1) R 3 Q. 

Jlic ergo duplicis generis termint adesse debent, alii ab u pUnt 
liberi, alii vero functione K aifecti, quos dein^ps seoi^sim aequari 
conveniet. Hunc in finem ponamus 

N K K -+- n M K K' -H n L K K'''-^- n (n— l) L K^ K' — A -+- aK 
2 N K -h n M K'-|- n L K^'' =: B -f. [3 K, et 

N =: C 4- v K. 

Vol. II. 3 2 
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Ex binis prlbri5u9 elidendx) M coUigitnr , 

— NKK-hn(n— l)LK^.K'=:A -hccK — BK — j3 K K„ 
unrfe ob N — C -+- -y K , concluditur 



tiiircque 



j- A-f-<« — B)K— (^ — C)KK-t-«yK* 

^ — 5l(» - X.) K^le ' 

« B -h P^K— « N K — rt L k" 

M ^ , 



ila ut ex ffanctione K litterae L, M, et N, determinikntur',- dum' 
A.,. a, B, p, Cf, y constantes quascunque denotant. Nanc autena 
superest ut efBciatur 

4A-f-aK>P3a;-f-(B-h|3K)PQaa:-+-(C-+-VK.>PQQaa; 
— K9R-f-Q3R-h(/x— 1)R a $., 

unde dupiicis generis terminos seorsim. aequando, fit 

P a a: (A -t- B Q -|_ C Q Q) == Q d R -f-(n — t) R^ Q 
P a a; (a -f. ^ Q -^ Y Q Q) = d R, 
ideoque 

(g^0R9Q_ AH-(B-a)a : H-(C-P) QQ-^S» __^ 

d& — ^ ?^0Q-i-O'ft,a" =*^rergo^ 

3R __ (n— ''^ aQ^Ctt-t-PQH-v QQ') 

R. A.-h-<.B — «) Q -H C ■— P) Q Q — -y.Q»» 

unde ex funotione Q functio R definitur : tum vero erife 

PV) a; — (n — t;r3q 

AH- (B - a) ^_H (C - ^).ittt. - 7 Q3 • 

Abeat jam- integrale illud R (K -f-Q)«-' -{- Cbnst. in functibirem U,. 
posito- J7 = a ,. ao valor initio assumtus 

_^ (n — 1) R 3 Q (K -^-^f^ 

•^ A.-f.(B — a) Q -f-(C — p QQ — Y Q''' 
©rit inlegrale hujus aequationis difierentio-difrerenlialis.. 

Lday-iT.Mauas^-i-Nyai**=:uatt^. 
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Corollarium t. 

'lOfiO. Cum pro Q fimctio qu&ecunque ipsius ^ aecii:^ pos» 
.ik^ nibil impedit^ quo mjnus suiuamtts .Q=:x. Tum igitor quaeii 
oportet R ex .hac aequatione 

ceritque pro It fimctione quacunque ipsius u assumta 

m quo, integrali ita sumto ut, posito a?zr&, eyanescat, deinceps 
statoi debet xzzi€l 

# 
C or ellar iii m 2. 

1051. Ex functione autem K aeqnatio differendo - differenfia- 
lis ita formatur, ut sit 

T A — (B — a)K-| -(C — P^KK-f-^K^ :^ ..a 

^ — M^-iy9K5 ^ " » 

M = --^'^-f) JL:^i^'au^|l|j, etN = C+vK. 

Deinde rn expressione R (K -f-a?)'*':^* + Const. ita constituta, iit 
.posito xzzib evanescat, ponatur xziza^ et functio ipsius u inde 
iresultans Toceiur U, eritque aequatio differentio • dffFerentialis 
i- ^ ^y + M a u a y + N y a m' =: U a M^ 

C or o 1 1 ar ium S* 

1032. Si expressio R (K-f- ^)"~* -+- <^onst. ita sit compa- 
iTata, ut utroque casu xzzzh et xzzza evanescat, seu potius hi 
termini ititegratronis ita constituantur, ut hoc eveniat, formula pro t/ 
assumta satisfaciet huic aequationi 

L 3 ^ y -4- M d'M 3 j/ -4- N j/ 3 li* n- , 
quae sl deinceps in alias formas transmutelur, earum quoque intc-* 
^ralia assi^nari jpoterunt 
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Froblema 133. 

iO$3. '8i. fueriiit P; Q fdaetioncs ipriiit x^ at K Ainctto 
ipsius u, ae ponatur yzzife^^^dx^ tntegraii it9:i isamto ut era- 
nescat casu xzzzb^ tum vero ponatur a;d:a, et y aequabitur 
funcdoni ipsiur u, quae satisfaciet cuipiam aequationi differentio« 
differentiali, quam invenire oportet.. 

S o 1 u ti 0. 

» 

Cum sit y-:iz./e^^2 d X, erit 
unde fit 

cujus integrale statuatur e^^ R:-f- Const. quae expressio- eranescat 
posito a?~6,. fierique oportet 

3 R -f- K R^a Q = P d a; (N -4- CMK'4-LK^'>Q>LK'K'QQ] , 
et ob rationes ante allegafas fWciamus 

LK'K^i=A-Jr^aK, M K^-f- LK'''' r= B +-^K, NnrC-f-^K,- 
eritque- 

T A-f-«K ^^ w B-+-PK EK" 

J-. — -jj/-^/ - er M — — ^/ ^, 

atque obtinebimus has aequationes 

a R =: Pd a: (C -h B Q.-H- A Q Q), 
R d Q niP a a:^<V -f- j3 Q -f- a Q.Q), 
unde colligilur 

dR aQfC-t-Ba'-t -AQg.) 

K r-f-PQ-»-a<?0 ' 

Ihirentaque functione R, erit 



pa^ 



— R^a 



itai ut sit 



Digitized by 



Google 



nom U» a«qgAtia differ9otio*4ifl*(r^ntMaii« ^ ^^. iD^S^ftlft «oiv««: 
nit| erit 

i:d'ay+Mdudj^4:-Nyau'r±uaii? 

C>rpnftyi9m 1. 

1054. Hicpro Q scribere licet x m ahte/ unde fit 

et U oritur cx forma «*^* R -|- Conat. poAo a? p3 a. ValQir aute» 
ipaius R, pro ratione coeffioientiwit 01 , §7 y yarias fomaaa ipduere' 
potest^. 

C o.rall arium- 2^ 

1055. Fro K autem' quaecunque functio ipsius u accipi potest, 
a^ cujus indole aequatio difierentio-difierentialis pendet. £rit autem^ 

M = »+ii d u- SiifW^iil», ., N ;= C -^. V KV 
unde aequatio^ diflTerentio-differentialis est 

d Rt ^ ■" dK-. dKi ^ H (C H«-Yi^) y 22 U^ . 

Corollariutti 3.- 

10 56. Cimj hic etiam u cx cnlculo excedat, perinde eat 

cujiismodi funciio' ejus prroL assumatur, quin etiam sine detrimentp 

ampirtudinis poni potest K==:u, dummoclo ratip eleiQcnti, quod 
constans assumitur^ habeaturr 

S'c h o Ti o n 1'. 

1057^ Si^ ergo sumatur K 1= u, atque elementifvn d^u auaa^ 
tur constanSy^ ot^ fiat d^^K =: u^- hine ista aequatia censtmi pottst^ 
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554^ CAPllTT rX.' 

'exiatente U ejtismodi 4iHcttone jp^iut u, qmnii desoripsiinus. .Simili 
autem modo ex praecedettle problemate constmi potest haec aequatio 

M-.nCn--^ i)(C -4- Y M)y rr: U^ 

iquae aeque late patere est cenSetida, dc si fUnctionem quamcunqne 
ipsius u loco K Bcripaissemus. Hinc emm loco u .scribendo iunctio-> 
nem quamcunqne ipsius ,f , ac dt pr«o constante .sumendo, omnea 
illae fottnae derivari posdunt, £x quo haec aequatio multo latius 
patet illa, quam supra in genete per series infinitas resolvimus. 
Flerumque autem hae aequationes ita sunt comparatae, tut earum 
integratio aliis methodis expediri haud possit, quocirca haec metho- 
.dus omnino digna yidetur, ad quam ultenus >excolendam Geometrae 
(Qmv^s Tir^s intendant. 

?Scli ol i n 2. 

1068. In inyestigatione hujusmodi construcrionum ita sum 
Tersatus, ut primo quasi per conjectiiram formulam xjuandam difTe- 
rentialem /V d xzizt/y in qua V erat certa functio ipsarum u et a:^ 
fubi autem a ut constans spectabatur, assumseram, lindeque dato 
ipsi x valoxe tributo pertigerim ad aequationem differentio -<lifferen* 
tialem inter u et y^ oui formula illa assumta satisfaceret. Hic 
^utem obseryandum est illam formulam integralem non pxorsus ab 
jtrbitrio nostro penderei sed certa quadam indole praeditam esse 
diebere, ut eyolutione facta res perducatur ad aequationem differen* 
tialem secundi gradus. Quamdiu autem hanc electionem soli cotw 
jecturae permittimus, perpaucae hujusmodi formulae menti se offe-» 
runt, quae ad scopum proppsitum perducunt : multoque minus ape- 
rare licet, ut hoc modo unquam ad datam aequationem differentio- 
4iifferentialem peryeniamus, casuique potissimum tribuendae yidentur 
fonstructiones^ quas hic tradidimus. £um igitur longissime adhuc 
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simus i^etttoti a solutione problematis , qiio proposita quadam aequa^ 
tione difFerentio-difrcrentiali quaeritur formula illa ejus integrationem^ 
suppeditan»^, quod problema, an unquam solutionem sit nacturumt^ 
admodum incertum videtUt; ea magis ope^a est adtiibenda, ut sal- 
tem pro casibus particularibus investigationem formulae integrantis 
ex indole aequationis proposita^ derivare conemur, sicque quodam 
modo viam ad solutiotfem directam paremus. AcT hoc autem seriea 
infinitae, per quaa hujusmodi aeqpationes suprar resolvere docuimus^» 
utiliter adhiberi possunt ; unde in scqyenti capite methodiim cxpo- 
nam ex serie infinita solution^m cujuspiam aequationis differentio^ 
differentialis continente^ formulam illam integralem investigandi.* 
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CAPUT :XL 

D E 

CONSTRUCTIONE AEQUATIOJNUM DIFFERENTIO - DIFFERJEN- 

ftALYUM feX EARUM RESOLUTIONE PER SERIES 

INFINITAS PETITA. 

JProblemA i33. 

Jr 'Oposita serie infinita 

A + B*-l-C *"-{-.: f-M j*— » 4- N j* -)- etc. 

m.j.. «tB = ^±|A, C = if±|B. D = if±|c, et i 

genere N zz: ^'"^nH^fc^^ ^^ ^J^^ jsummim per Xormulam integral 
exprimere. 

Solutio. 

Ponatur summa quaesita =: z^ ita ut sit 
eritque differentiando 

ex CUJU8 combinatione cum praecedente oritur - 

2^i5 + Azz:2AA-H(m-H/i)B^H-(2m^/i)Cj«H-. 

+ [(i— l)m^/i]M^'-« 4-.(imH^A) N ^' -+^ etc. 
Deinde vero etiam simili modo est 

^-J-.*z = /cA4-(n-h*)B^4-(2n-Ht)C^^4- 

-f- [ (i — 1) n -+- *] M s'-' -f- (i n H- *) N f' 4^ ctc. 



cm 



Digitized by 



Google 



•CAPUT XL 3i7 

ci-go ob 

(n -t- *) B = A A, (2 n -+- *) C ~l[m 4- A) B, ctc. «rit 

^p -+-Azr=:*A-»-AAj-*- (m^ A) B j" -»- (2 m-+-/i)<J «* ^ etc. 

junde manifesto conficHnr 

sdz(n — ms) -^zds (k — hs) znk kds 

hoe «st 

Cum nunc sit 

Bs(k — b 5) kdj (mk—nb^ ds 

s(n — niff) *"" ns "^ n(fi — my) * 

aequalio i^ta integrabilis fit multlplicata per 

^" (n — m O ** ^* , proditque 

nb--mk k *_l nb— m^ ^ 



(n-^^ms) ^« s^ z — kkfs^ dsXn-^nts) '^^ 

«quod ii^tegrale ita capi oportet, ut postto ^ = fiac zrr:A, quo 
pbservato habebimu8 

k mk — nb k - nfc— mlt . 

z — kks " in-^ms) ^^ Js"^ dsCn-^ms) ^^ 

Coroll^rium 1. 
^06 0. ' Peculiari solutione eget casus wnrO^ quo £t 

^ 2 _ J , g^^Cfe — fe^) Afc 3 j^ 

' n$ ■'~ n* * 

^uae per s^ e ^ multiplicata praebot 

— b s k — b $ It^ - 

e~ ^z=,~/e «'\j* d^ 

idceque 

Vot. II. - 35 
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268 CAPUT Xt. 

iategrall ita sumto, ut fiat zzziX posito «:=:;0. 

Corollarium 2. 

1061» Casus etiam nzziO seorsiin resotvt debetr aequa> 
tid enim 

^ '^ \ mss. d mf« 

multiplicari debet pcr ^ c^^> et invenitur integrale 

Vk *^ 

ideoque 

CorallariumS^ 

i062* Si fuerit et mmO et nrro, ob Nrr^M, $erics> 
nostra erit geometrica, aequatia vera nasira erit 

zd^C/c — hsy:zzAkds seu z — fcTzrsi» 
nU natura rel manifesto postulat» 

S c h 1 i n. 

1063» Imprimis hic casus notari meretury quo est A:=:0^ 
eC summa z sine signo integrali exprimi potest; erit naroque 

- I 

(n^-^msy^ z — Const» 

et quia ai ^11=0, ficri debet zznA^ ^rit Const» rz A n^ ideoque 
« =; An'* (n — m O ^ , seu « — A (^^r^)^» 
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CAPUT XI. '2(9 

Td etiam 

At Tero integratio etiam «uccedfit eaau qua Jfc zz «^ erit eniBi 

-—1 *-.5 

(« — mO'» j«z=An/a*(n--mj)'» ^ 

ijuod integrale est = Const. — ^"^^»j-* »i>» ^ ^1 qniA peftto 

*. 

» z=: , fit a rt A , ^rit O 'ir: Const. — j—^ • «"» hincque 

Porro perspicuuni est, integrationem ezpediri posse casu kz=z2 rh 
quo cum sit 

(n *— m *)'» ;r s izr. 2 k ri/s ds^n^^msy^ , 



» » » 



«rit hoc integrale 

r= Const. - JAll (n-m»)*""^ ^_iM-/a,(„-w*)» ""^ rd 

• ,*ii, ^ .^-—2 2An(n— my)™ 
1= Const. — ^^^ (n— mj)'» — ^ -— ^- ; . 

„bi Comt = (a_4*rli8m) '. ""^ 

* — ' 0— mX&— aw)sj "-Si^mi^ * n J^ 

rsimilique inodo «tlam integratlo casibus kziz Z n, kzziAn «te. 
absoetur. 

Problema 13 4« 
10 64. Froposita hujusmodi eerie infinita 
A9(-f BS3m-hC€u«h^1)®u^h .H-M3Jltt<-»-h9iNw*^eto. 
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coefBciehtiiim fegc cxistcnte 

S5rx7f~;a, c~7r+r*, 23—37::^^«; — yt — —Ti^i~- -i^^v 

•jus &ummani gcr formulam tqtegralcm- cxprimerc;- . 

S L u t i 04- 
Posita summa 

consjdcretur scries hoc modo formata 

z zz: A 4- B u 07 -f- e u'' a?^ -+- D n^ x^ ^ Eu^^^ -H- ctcv . 
cujus summa posito ujr:z:is cist, ut modo invenfmus 

*' • ' |[ mfe— irb * ft- ^ •* ff^— wfc' ^ 

»- — r 



z-zrAks *(n — msy ^* /?'* 35(n — msy «*« ' - ^ 
integrali iCBi determiiwtto, ut posito sr;rz fiat z ~ Al. - ,, 

Ebrmctur hujusmodi formula integwilis 

V =i/P2;9a:z:i/Pda7(A Hr Bua: + Cu*a:^ -f-Du^a;^-^ etc.>: 
m^ qua u spectetair utconBtanay pro P autem ejusmodi fuaotio ipsius jo 
accipiatuE, ut fiat 

fPxda:i:f/?dfx,/Vx^d^z:§^fP)x:dx,fPx^^x-^^ 

postquam^ scilicct in hir integralibus data lege sumtis variabili ar 
datus quidem valor fuerit tributus^ Cum igitur hinc sit 

f?xd»=f/?dx, f?x''Brvz:y?dx,f?ax^dx::^fFdrx; etc- 
erit 

nnde patet fore . 

„ «V </»•»»« 

» — /Pd» — JVdx " 

Qtiare ciinr Talor ipsius 2 «t cognUus, tanttonf swperest, ut fonctio P* 
ipsius X conditionibuar mcmoratiisf pracdit» investigetur. In genere- 
«utem «ssc oportel^ 
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CAt0T XI. 2frl 

quae aequafiias cum sufBdatt ttt tantum certo qnodam caan, qito 
ipai X ilatp»» tribuitar .valor» aubeiatati ponamns- in gpoere esse 

ita ut pro termrnis mtejgralibus sit Q. ~ 0. Differcntiando crgo 
fiabebinmv 

seu per x^^^ dividendd . » ^ 

(iv-f-0)Far9:rrr(jjUL — jji + 1]) P Da: +a:3 Q -^- i Q9 a:, 

quae aequalitas cum prtf omnibus valoribus ipsius i aeqtte subsistere* 
disbtf^tv hino ditas- adipiseimur aequatnmes' 

unde dupKci modo colllgrittiid- ' ' ' '. ' 

sicque arterutti V|ilorem per alterum dividendb 

. gkdi — »» — 1» » ^" a -^ «<»n--jij. . »' 
(platt evotvitnr in« 

■ •, ■. .Q. 

hinc integrando elicitur 

Q,=r:xJ* (^:c-.ij|,) "* per CoMt. mtolii 

andc fit ' ' • 1. .: -r , 



T- '11« '^ ^ |t(jrx — »«^ «'/r ' 
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;|62 CAPUT XI. 

J» ^ I Ift — -nr 

Pa« = «* da?(jjt — ya?) H» . 

Com igttur «it 

(iv-j-j)/Pa^aa.=tO— l)Ii4-^l/P^-*3« 

— o: »* (WL — vo;) **V ^ , 

31 hacc integralia ita capiantur, ut cvanescant posito a?ni.O, tum 
Ycro fitatuatur xzn^y fiet uti bjpothesis nostra postulal 

mt Tcro in hunc finem necesse est, ut sii 

l+^-l>0 et '-^=:-2L! H- 1 > 0. 

Quae conditlo Bi locum habeat^ serici propositae summa ita exprl- 
metur, ut slt 

existentc 

integrali hoo ita sumto,. ut fiat zzziK posito 5 rr 0. Hoc autem 
integrali inventa, pro ^ scribaltur u a?, ct hoc valore. ipsius z in 
iila formula substituto, quantitatem u tanquam constantem tractari 
oportet, quoad illae integrationes lege praescripta luerint absolutae, 
tum cnim pro y prodibit* functio ipsius u, summam^eriei propositac 
exprimens, 

, Corollarium 1. 

106&. Quia in geminatis coefficientibus nostrae serici slmilis 
lcx progressionis assumitur, singulas series A, B, C, D etc. ct 
9(, SB, €, ®, etc. inter se pcrmutare licet, unde hac meihodo 
duplex formula summam seriei cxprimens obtinetur. 
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CAPUT XL a«$ 

Corollarium 2. 

£066«^ £tsi functi4>^ Q non in calculunt ingreditur, eam tamem 
nosse oportet^ quoniam ex ejus indole termini integrationia constitut 
debent^ ita ut pro utroque fiat Q=:0«. Hi $cilicet termini sunt 
xz:z.Q et ariziy^ dum fuerit 

ubi i est numerus integer posiiivus» 

Corollarium S* 

106 7' Pro functione Q casus quo vel [xniO vel j/zsO 
aeorsim sunt evolvendi» Piiore quo jx nr: , est 

JL J 

Fostcriori quo / r::: ^ cst 

3Q a X (tf X H- M» — >l) — , ^ 9 a^ I ^ "^ yt , 3^ 

ideoque 

Q=c *^ «^ • 

S c h 1 i Hr 

i06S. Constructiones hoc modo odomandae prorsu$ similes^ 
sunt iiSj quas capite praecedente tradidimus^ cum res etiam ad 
formulam integralem hUj.usmodi /Y d x reducatur, in qua V est 
functio binarum variabilium u et Xy quarum illa autem u in ipsa 
integratione constans ireputatur^ post integratlonem vero ipsi x datus 
quidam valor assignatur. Verum tamen haec consti-uctio ad casua 
in superiori methodo non contentos extenditur^ quandoquidcm fieri 
potest^ ut quantitas z functiones maxime transcendentes involvat. 
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2^64 CAPUT- jXl. 

yicissim autcm vidimus, methodum^raeccdentem ad ejusmodi .aequa* 
tipnes applicari posse^ quae per series, quales hic tractamus, evolvi 
nequeant, unde m Analyiln cx hec fdhte haufl <:otrtemnc<ida incre- 
menta hauriri posse vidctatur* ': ' 

Problcma.lSS^ 

iO'6 9. Proppsita aequatione differentio-difierentiili 
X X (^i-f-6a:') d 9 j/ -+- (c-f-ca?«) 'bxT^y^ if-^gx^) ydx^zzio^ 
^valorcm rpsius y per foi-mulam integralem censtruerc^ 

Solu tio 1. 

Hanc aequatiQnem supra X967.) iU in seriem cvolvimus^ ut 

posito 

jf rz o;^ (A -h B a:^ -4- C a;" -4- D a:3* -f- E a;*" •+- ctc), 
|>rimo cxponenti X tribui dcbeat radix hujus wquationis 

X(X — l)a-»-Xe^^/=: 0, ' 
«tum vcro posito brcvitatis gratia 

X(X — i)6 4-Xe4-^=z/ivfit ^ 

-n '^^ A 

^ n[iia-t-(flX — i)a-hc} ^ 

r* - — ^nn& — (aX — i) nh ^n g — If g 
"^ an [2na-+-(aX— i)a-j-c] ^ 

*^ 3n[3na4-(aX — i)aH-c] ' 

ideoque^ illius scrici positis binls terminis contiguis iQdeSnite 
M a?f' — 0« -f- N (ri^, ge»ie.raliter 

^ _^ — fi^ ,).>nn5r^(»X -■»i)(i>-i) n & — Cg — O^g — fe |^ 

^^ inlijia-^-i^X^-Oa-hc} ^^ 

ubi cum denommator jam habeat factorcs, quares anie assumsimus^ 
numei-atorcm quoque in factorcs resolvamus, quQ niliilo acquati posit^ 
invenitui: 



seu 
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CAPUT XI. 866 

- 1) n=-.i (2 X— 1) - f5±;j5/t (* - O* - 4 6^). 
F<niattir brftfitotis gratia 

ut «U 

et nostra relatio fiet 

inA[tna-H(2X — l)a-|-c] 
Fonamus jam x^zizu, et seriem myentam ita repraesentemns 

^^A^^Bf&u-hC^u" ^ 4-M2Hu»-?4-N0iu»-Hetc 

korumque dupficiixm coefBcientium lex ita se habebit 

JN — ■ — ; M et 

— mb 

e^^ O— l)n&4-|(2X~0^-l-jgl+-|iy ^ 
ina-f-(2X — l)a-f-c 

Cum igitur haec series similis sit ei^ quam ante cottstnuimus, com* 
parationem instituamus, et habebimus 

m — nbj A=:|(2 X— 1) 6 -f-l^ — ^(7, 

n— — n£,et fcnzO: 

jji = n6, >irr|<2X — 1) 6 + J eH^I^, 

y zn n a, et ^ =1 (2 X — 1 ) a -t- c, 

Primum ergo quaeramus.quantitatem z^ et ne iittera :r ambiguita* 
tem creet, ioco litterae x in praecedente problemate usurpatae uta* 
mur littera t^ sitque ut — Si et ^qnia est Jk — 0, erit per §. 1063, 

^(aX- j^h^-^e + q — (aX— 1)6— e-ff 

VoL IL 34 
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366 CAPUT XI. 

Hoc Talore inveDto tractetur iki seqaentibiis intei^atioiubjat qpanti- 

y 

tas u ut conatans, et cum quod aupra eviat ^ bic atl -^^ et t 
quod supra erat x^ erit 

\fi^ dtCiL-^yty ^^ t=z^/t^ ^^tiiL-yt) ^^ , 
ubi oum sit uznx^^ bic Talor atatim pro ti scrlbi potest, lU sit 

et in his integrationibus littera x ut constans spectari debet. Quodsi 
autem fuerit 

i + J- 1>0 et ii!^-4.1>a, 

haec integralia ita ea|^i debent^ ut eYan^cani poeito tzziO, quo 
facto ipsi t tribui debet valor tzizyiz:»—^ Cum unitas sit mini- 
mus Talor ipsiua i, sufEcit ut sit 

Nunc vero cnm 

fiat qoAntitas^constanSj pro 2^ antem ejus multjplum quodyis nostrae 
aequatiou aeque satisfaciat^ ejus integrale ita exprimetur 

3 I <M---ilv 

existente 

«z=(l4-«»0 «»* 

S 1 u t i n* 
1071. Si ooSfficieates geminatos inter se permntemns, nt sit 
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CAPUT XI. 367 

m=:nbt A = |(2X— l)6 + |e 4-|9, 
nzzzna, *=: (3X— l)a4-^t 
jjL = »6, •>) = |(3X-^l)6-t-|« — 17, 
V zn — nft, 9 =z 0» 
•iWiaturqne X .ex aequatione 

X (X — 1) a + X c -f-/=: 0. 

Primo ponatur x*tzzzs, et quaeratnr z ut tit 

TH* mk.-^nJi *. «_ f ttt — 'tfc ^_ j 

a=Afc*" (n — m*) *** /*" d«(A— m«) *** , 

integrali ita definito, ut posito t zz. fiat z = A, qui quidem 
Talor A est arbititffitts, tum apectata x ^ coastaate erit 

integrali ita sumto ut eranescat posito t =: ; tum vero facto 
tz=.^i »1 modo fberit J > ct l — J >. o, ob = 0; ubi 

notetur z peir haao aequatioiiem 4iffereiitialem definiri 

a» Afc — g(fc — &o 

S 1 u t i o IIL 

10 72. Per seriem . descendentem aequationem propositam ita 
resolvimus, ut posito 

ar =: a:^ (A -I- B X-» ^-C a:-^* -f- D a;-''* -f- etc.) 
exponens X definiri debeat ex hac aequatione 

X (X — 1)6 -+-'X tf-f-gr — O^ 
tum vero posito X(X— l)a-|-Xc -^f~ h , eit 

B — -^ A 

n[n6-CiX—iJ A~e] ^» 

^ anLi/i6— (aX-06— ^ ' 
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26« CAPTJT KI» 

et generatim 

V — (» — i)*in«-+-(iiX — (i — n g -f- (* -- nc— t ^g 

JN j_^___^_^__^__ jvi, 

quae aequalitas posito y[(a — c)° — 4 af\zzip, it& per factores 



^_ —[q-- i )wa^-4(2X— < )a-^.^][(i-1 1 )wa-4(:2X— 1 )a--^.+|^;] 

ino[in6— '(2X-^1)6 — c] 

Quodsi jam ponamns a;~"=:u, et talem seriem constituamns 



erit 



|5^=A9(-»-Bg3ttH-CCMV -♦-Majl«'~'H-N3'Ji*''-hctc. 

^^(i,Ona.~K2X-^Oa-^|.^|;> et • 

^ i na 

-'^— inft — (2X — 1)6 — c ^^ 

et habebimus comparatione instituta cum constructione geilerali 

mznna^ /iz=:~|(2X— l)a— |c— j;>, 
n:i:: — na, etfcnzO, 
fxrrna, Tjrz: — |(2X— i)« — i^-+-J;>, 
y nz n 6, et ^ — — (2 X — 1) 6 — «. 

Hinc posito szizutziix'^^ t^ erit 

zzziA (1 +5)*» zi:A(l 4-a?-*0'*, 

quo valore invento^ si jam sola quantitas t pro ▼ariabili habeatnr^ 
orietur haec constructio 

ubi termini integrationis ita sunt constituendi, ut utroque fiat 
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CAPUT XL 26» 

S 1 n t i o. IVi 

1703. Hic etJam cofjfficientes geminati pen&ntari possunb 
nt sit 

mzzna, hzn — |(2X — i)o — Jc -4-j;>» 
wzznft, A:zi: — (2 X — 1)6 — «, 
jjLZ=na, >j — — J(2X— 1) a— Jc — j;?; 
y zi: -~ n a, ct ^ rz: 0, 

sumtoque ut ante X ex aequatione 

X(X— l)6 + Xe-+-flr=:0, 

et posito )/[(a— c)* — 4a/)zizpy sit szz^ar^t^ *et quaeriitur 2; 
ex hac aequatione 

d 5 ~~ syji — mi) * 

ita ut posito ^=0 fiat ziziA^ unde fit 

—> mk — nb k - n!>— mt ^ 

ziz:A^^* (n— m*) . ^^ /5*^ 9^(n— mj) •*" _, 
tum Yero spectata x ut constante^ erit 

yzntx^ft^ zdtCiL-^yt) *^^ , 

ubi bini termini integrationis ita sumi debent, ut utroque fiat . 
2L . ^H^ — yi^ [ M 

Scholiont 

1074. Singulae hae constructiones plerumque plurlbus modia 
exhiberi pOssunt^ cum non sdum X duplicem yabrem habere queat^ 
sed etiam formulae radicales p tt q signo ambiguo gaudeant. At 
hae constructiones alio modo negotium conficiunt atque praeoeden* 
tes, quod quo clarius appareat^ consideremus aequationem 
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i?ff CAPITT XI. 

i^ ut ait a=zi, b=^-^i, tf=:— 1, «=— 1,/=0 et ^=1, 
atque n=2; unde pro duabus prioribus constructionibus habetnr 
X(X— O — X=0^ crgo vcl XnO Tcl X=2, tumTcro 7==Ht2. 
Constructio etgo prinm dat X=0, mz:^2, Az^l, rz2, AczO, 
|iii=— 2, '>l=±t» K^J, 0=— 2; undc coUigitur 

z=(l-»-«a:0 *, ct y=C/< " zdtii^t)-* . 
Valcant signa infcriora, nt sit 

z-y^(i^xxO ct y^C/^rTwhm' 

Quae ibrmiilae qu^inodo Mtisfaciant, videamus. Smnta nempe sola x 
variabili, fit 

d z X t ddz t 

et 



dx^^/a^xxt) dx"^ l^ 

^ H -^xxty 



hinc 



?y-C/— ^l^ . et ^^zC/— — ^iL— - 

^'*' /^(1-^0^(1 -^xxO^ "^"^ t\i ^t)hi ^xxt^ 

^unde conficitur 

s^^y ,- vdl/ ' ^ xxdtai^rxtty 

xxii—xxy—Y—^^i-^xx^^^xxyzLCf' 



dx"" 'dx •^i \ V 

rci^tf^i^xxtf 

cujus formulae integrale est v(|!|?f)\^+Uo > ^^^^ ^^"* evanescat 
tam casu < = quam casu t :z qo^, fiojiatructio nostrae aequationis 

\tJBL 'ConfiGi ddbet; svmto x pro constante^ integratie ita instituatur^ 
ut integrale ^vanescat posito 1 = ^ quo facto statuatur tzioo^ et 
fimctio ipqius ;t^ quae pro y prodibit^ satis^aiciet aequationi pro^ 
positae. 
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CAPUT XI. 2I£ 

SiL aotem secundam. constrnctionem eCgamns, sumta X=:0, 
eritmr— 2, Ar^tl, n-2., * = — 2, jx = — 2, >|-:4:i, yz:7, 
9 z , atqne z Ua definlri debet ex hac aequatione 

existente i = x o: l^ nt posito ^ z fiat 2 r A. 
Valeat signum anperins, et cum 911 

c?«— «s(rip7r — ^(H-0* 
multiplicetur per ^^ 9 eritque integrale 

quae posito 5z:o dat zz:A, quicquid sit B. Deinde est 

yzizC/t^^^zdtCi^tr^ seu yzizC/^r^rirty 

qui valor quomodo satisfaciat haud facile ostendi potest; hocque 
magia iata methodua excoli meretur. 

Exemplitm. 

10 75. Constructiones aequationis differentio ^ ^fferentiaUs 
xx^^i^^xx^ddy — xCi -^xx^dxdy-hxs^yd^^x* znO 
ex pmcedente problemate oriundas exMbere. 

Obn = 29 a=l, & = -.!, c=:~l, ezr— l^/rO^ et 
gzi iy pro prima constructione habemus vel X = C^ ¥ei X r 2 / unde 
obtinemus. 

I.) Si X = 0> ttt modo inTenimus 

m= — 2^ ftziH^I, n=2, *wO, jxr--2y >I=^±if 
K = 2^ ^::-^ 2^ nnde fit 
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272 CAPtTT XL 

iloque duplex oritur constructio 

*Itera » = /(1^**0 ct y=C/ ^.^.,jyV(»4-y> » 
*»tera g = v^,^„,) et y = C/j^,^I^. ' 

2») Si X = 2, erit ob ^:=.^2, ....•■ 

mzi^2y hz:—*2'^ l,..n=2, A:c:0, ]ul = -«2, 
11= — 2:f:A* v=2, d = 2, 
unde fit 

z-Cl-^xxO * et y-Cxyt * »3^(1 -t-O", 

cicque duplex habetur constructio 

altera z = (1 h- a? o; o"~ ^ et j^ = C ^g'/ '^^'^?"^^^ 

altera z = (l -^«a;0'~'^ et ^ = Ca;*/^^* 

. Pro secunda consti'uctione generali habenms: 

3.) Si XrrO, permutqndo illos indioes, 

mz— 2, hz:±:i, nz:2, k^ — 21 jji=--2, >j=H^i, 
V— 2, $=iO, . 
unde posito x x t ziz s, prinio quaeratur z ex hac aequatione 
|l = — ■17^5:%—.^ ut posito spzo fiat a = A; tum Tero erit 

-4-J— 1 -?i 

yzzzCft-^ «a< (1-4-0 % 
Hinc crgo nascitur . ^ipl^ coDStruQtio 

: altfra .^-j — -i,t«'-4-0' ' ^ — 'Ktf-Ht^* • 

altera ai = — ^. 0^.). «t y — C/ j^j^j , 

4.) Si X r= 2 haT>ebimus 

OT.z: — 2, A = -^2h:1j nr:2, *=:2, fjt = — 2, 
>) = — 2^ii. y:;2, ^ = 0, 
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CAPUT XI. 7U 

pdtitoque ^^tznsj ui ante, qaaeratur z tx aequatioM 

d» — ai (,-h,)- — » entque 

-4- 1 —■T » 

deoque eliam duplex constructio elicitur 

altera ^^— »,(, + 0— «* y.^ Car / ^,^^^^ — -^ 

3 « _^ g A ~ g (g ^ 3 y) ^ 2 /* xdt 



•Itera ^- ii: 






£x solutione tertia coHigimus primo 

— X(X~1) — X+ 1 =0 scu XX=: I, 
ideoque 

X:=z^i ctpzi:}/4=z:-4--2; quare 

6.) si capiatur Xz::+!^ crit 

m— 2, /h=hF 1» n=: — 2, ft— 0, jiJin:2, >!== + <# 

y=— 2, ^=2, 

kincque 

s=:(l+^)"^^ct yzzCxft-^^^ zdt(l^t)^^^\ 

ita iit itcrum duplex habcatur constructlo 

altera z=i'-y/ (xx-^t) et y = C a:/ ^,^,;//^;^,^ 

6.) Si capiatur X=—- 1 crit 
m=:2, h=:2l^ i, n=:— 2, ftrzO, ]ul=2, '»j = a:ti; 

y = — 2, ^~ — 2, 
hincque 

unde binae constructiones fiuunt 

Tol. II. «» 
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914. CAPUT XI. 

X c rzdtyt 

altera » = -77 ct i/:=z- f -7— — - 

aUera a= et y = -y -r^ . 

ixx^tf ' 

£x solutione quarta denlque concludimus 

7.) 6i X = H- 1, 

m-2, ^ = ±1, w = — 2, A-2, JULZ2, 'VirH:^!, 

v = — 2, ^r 0. 

Fosito nunc «1=:—, quaeratur z ex hac aequatione 

3« — « A-f- » (* H^O 

?7 at(i-t-*) * 

ut posito sziO fiat z = A, tumque erit 

y-zCxft * zaKH-0~, 
unde duplex constructio 

d* aj(i-f-t) ^"- i' '"*7 ?7t 

altera |f = =l^^^:^Ii±£> et y^CxT^r^. 

1 

8.) Si X= — 1, habebitur '- 

X 

m = 2, ^=2Hzl, n-^2, * = «2, jjli:?, tjra^^i, 
at potito £7==^> quaeri debet z ex hae aequatione ' 

3« -^aA — g rfl-l-(«±Of) 

a»-. — fl*(i-ho\ * 
ut potito « = fiat z — A., quo facto ent 

y=f/r*«a<(i-^^--*^*; 

Mcque daplex oritur constructi^ 
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CAPUT Xf. .afs 

altera |' = *\~'i!t - et y=^f, 'V// 

Omnino ergo sedecim constructiones smnus consccuti* 



S c h o 1 i o n. 



••»♦* 



10 76. Periculum faciamus ostendendi^ quomo^o hae con* 
structioneSj quae ma^is arduae Tidentur^ acquationi propositae satia* 
faciant ; atque in hunc iinem eligamus constructionem postcriorcn 
1^6. 4. quae habet 

haec per *)/(l-t-j) pipltipiieata praebet integrale 

Jam ut posito « — fiat z — A, debet esse Bzn — 2 A, lit ,»it 

a A[V(. -4-0—0 ^A_ aA 

Hinc fit* 

^d zN — 4 A. 2 A (2 4- 3 ^ a? a?) 



/aSzN I2A ^ 6 A (2-4-6 <a?a?-f- 4^ <ar* > 

Cum nunc sit y^^^I^^j^^t «>'. 

hinoque 



«• 
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JiU CAPUT 'XI. 

/• dt /2kxx ^kxxi^i-^Atxx-^m txxj^ 

4|md mtegrale est 

— 4 ACa:a?|/(l -h 4 AC.ra?/(l •+-<) 
; -^^ I I 

,. , ... (1 -+-/a;a;/-/i 

4ACa:x)/(l -1-0 



^ \l-4-«arx)* ' 



«t hac forma expriml potest 

-2Car*[3«-har(|D]//(l -f" 
Tel etiam hoc modo 

-2Ca;*(^^/Kl-f-/). 

!Expressio autem ista fit =: , primo ti t zzz — i , deindc etiam «i 
t nz: 0, unde yalor pro y inyentus 

ita per integrationem definiri debet^ ut evanescat posito tx 0; toin 
Ycro ponatur t — — 1 . Vel posito t— ^ v erit 

integ;rali ita sumto ut ey«QC6cat posito vzz , tum vero facto vz: i. 

Exemplum hoc sufBcit ad ostendendumj quomodo constmctio- 
aos exhibitae aequatloxii differentio - differentiali . satisfaciant ; interim 
vero ai quantitas z transcendenter, per logaritbmos. scilicet expri* 
mitur» conscnsum nonnisi per calcutos nimium taediosos declarart 
licet. 
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CAPUT XI. Jtf7 

Pr b lemm 136.. 

107T. Posito y — C/Cl^/y^"' (« A-t x)^dt^ in qait 
mtegratione quantitas x ut constans spectatur, integrali per termi^ 
nos deinceps investigandos definito, , ut y aequetur Qcrtae functioni 
ipsius Xj invenire aequationes differentio-differentiales formae 

«oieft fonctio satisfaciat. 

S o I u t i o. 
Cum sit ex pvincipus ante stabilitis 

|^i=:C,/X(X — i) 1 1 ii,^ ty-' (ja -i^t xi^-^d t, «rit 

L*3;.^-t-Mlr.|j-l-Ny — C/(l-4-0'-»(a+<a?)^~»afX 
[X(X— l)L<«xj»?-*.XM<;i7(a-K<a:)-^-N(OH-/ar)']:=: 

l Naa +- 2Nate -^- Httxx 
C/(l -+.0'""' (a^-< a:)^^*3* < H-XMate-t-XM/tex 

( -hX(X— Dl^tea: 

quae formula sumta x constante absolute integrabilis esse debet. 
Ponatur ergo integrale 

C (1 -f- ty («4- f a?)'*— ' (P a a -f- Q a / ar) 
denotantibus P et Q functionibus quibuscunque ipsius x^ ent ejfit 
diflTerentiale 

C ( 1 -H 0'- ' (a -t- < o?)^- *D < )( 

[r(a-»-te)(Paa-HQa/x)-fr.<X- 1 )a?( 1 -+r<)(Paa-i-Qa<a?)-»-Qaa?( 1 -»-0(a-»4ar)] 

/U-vPa' -^vQaatx -hyQattaraf ^ 

.' l-<-(X-l)Paaa?4-vPaa<a? -t-(X-l)Qattea/ 

=C(l-i-0— (a-..to/-a«^^''*^ ^(V-l)Paa/a?rt.Qa<te« V: 



\ .^(X-'l)Qatex /. 
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qua forma cum illa compai^ataV adipiscimur 
^.5.: Jf=:f/Pa-4-(X ~ lOPaJ-l-Qa; 

.. .;; .2N-f-XMr=:(K-f-i)<2«-l-(X-H»/-- l)Pa-hXQa: 
• .■' N4-XM-hX(X-^ l)L==(X-j-y)Qa, 

quarum aequatiomim extremae demta media praebent 
X(\— i)L=— (X— l)Pa->-(X— l)Pa?-f-(X— l)Qa-(X— t)Qa?j 

hincque 

X L = (a — a:) (Q — P) seu L = ^ (a — ar) (Q — P), 
secunda autem demto primae duplo, dat 

XM=:(X— K— l)Pa— 2(X— l)Pa:-H(>/-4-l)Qa-t-(X— 2)Qa?, seu 

XMi:[(>'-i-OaH-(X— 2)a?](Q— P)-»-X(a-ic)P. 

Quare sumtis pro P et Q functionibus qiiibuscunque ipsius or, si 
funcuones L, M, N ita definiantur, ut sit 

L — l(a — a?)(Q — P) 

M r= {^[iv -f- 1) a -!- (X 4- 2) x} (Q — P) -f-(a — a?) P 

N = a? (Q -- P) -f- (>' « -i- X ar) P, 

aequationi differentio^differentiall 

Lxa?Ddy-f-Ma:3a?5y-}-Ny5a;*~0 
satisfaciet formula integralis 

y = C/(l 4- 0'"* (« -f-^ a?)^ a ^ "^ ' • 

tractata a? ut constante, dummodo integrationis termini ita consti- 
tuantur^ ut utroque haec ezpressio '•"■.- 

(14-0* C» r+- 1 »y^-:\ (? a -f- Q f a?) . ei^escat. 

Ndtari autem ' oportet, hos terminos non Ah x pendere debere, 
Primo autem patet hanc exprcssionem fieri s;;! 6 jcasu. *i;r*— i^ 
81 modo sit v^0\ • Deindft posito ^mbo etiam evanescet, si 
modo sit ^' + X — 1 -+- 1 numerus negatirus^ seu y -+. x <J 0. 
Quocirca si sit y^Q ^t-KH-^X < 0, integrale 
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CAPUT Xr. 27» 

ita capi debet,^ ut posito tzn — i evanescat, tom vero statuatuf 
tzzzoo^ functioque ipsius x pro t/ resultlins satisfaciet aequationl 
propositae. 

Coroilarium 1. 

10 78. Quoniam functiones P et Q in formulam integralem 
pro tf assumtam non ingrediuntur, manifestum est eandem formu^ 
lam satisfacere omnibus aequ^tionlbus differentio-differentialibusi qui* 
cunque yalores litteris P et Q tribuantur, 

CoroIIarium 2. 

1079. Sumto ergo Q^zP eadem formula integralis 

y nz C/(i + 0'"^' (« -h O^ 9 « 
satisfacit etiam huic aequationi differentiali primi gradus 

(a — o?) 07 9 y + (y a -H X ^) y 5 ^ = 0* 
Hujus Tcro integrale est 

D(a — a:)^+« 



y = 



a?^ 



qui ergo valor quoque in generae nostrae aequationi differentio* 
differentiali satisfacit^ id quod tentanti mox patebit. 

CoroIIarium 3. 

iOBO. fiic ergo valor integralis 
yz=iCf(l-]^ty-'(a^tx)^dt 

secundum terminos definitos sumtus^ congruere debet cum formula 

D(a — xy^-^"^ 
algcbraica y— ^ , si modo sit y^ et Xh-k< 0, 

X 
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280 CAPUT XI. 

S c h o 1 i n. 

■ 1081. Partim ergo integr&tio hoc problemate exhibita babct 
ia recessu. yerum reductio formulae iDtegialis 

D (a — xf-^" 
y^Cf(l-+-ty-^(a-i-tx9'dt ad y = — ^ ~ 

eo magis est notatu digna, ad quam illa reducitur, si^ integrali ita 
iumto ut evanescat posito f — — 1 , ponatur f rr oo. Posito 
«rgo X -|- K rz — p, , ut jx et y sint numeri positivi ^ erit 



•A 



(a -H t ar/-+-» a?» (a — x)f^ 
Vel ponatur 1 -f- * — s, erit 

a»-'9 2 D 



c/ — 



X -^x z)'*'^** a?^ (a — a?)^ * 



terminis illius integrationis existentibus z rz: et z zn oo. Venim 
etiam haec observatio non magni est momenti ^ nam posito 
a — xzizux^ fit 

-jj^q;:;^ ita jntcgrata ut cranescat po- 

$ito zzzzO^ si tum ponatur zzzco, hanc induet formam — , 

u^ 

in qua A quantitatem constantcm denotat ab u non pendentem. 
Pendet autem ab exponen(ibu8 jui et y» lege ex casibus facilc obser- 
randa. Scilicet posito 

z^-^ dz A 



/ 



(tt -4- «)'*-*-»"'»«''■ 
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CAPUT XI. 281 

»i sU y rr: 1, integrate illud praebet — -| -, et po- 

|JL(a-f-«)'' fJLU'* 

sito 2 rr oo, prodit — - ita ut hoe cara sit A zrf.. Si sit 

fiu'*' »* 

yir:2, integratio quoqae succedit, reperiturqtie An^ f^l^ - ^ « 
. = 3 at A=: ^^^^y(^ ^> et 8i v = 4 fit 

unde in genere concludimus fore 

A — • i.a.g (v — i) ^ 

Quare integratione aecundum regulam praescriptam Inatitutai erit 

Quod si exponens y non fuerit integeri yalor ipsiua A ope interpo-* 
lationis hujus formulae per factores procedentis definietur. Qua«* 
diatura scilicet circuli ingredietur si exponens y fractionem | invol^- 
vat^ de hujusmodi. autem interpolationibus alibi fiisius egimus^ neque 
hic locus est hoe argumentum uberius prosequendi. Restat ultimum 
hujus sectionis caput^ quo aequationum differentio^differentialium 
integratio per approximationes docebitur. 



Vol. IL S^ 
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CAPUT XIJ. 

AEQUATIONUM DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIUM INTEGRA- 
TIONE PER APPROXIMATIpNES. 

Br.abtema 13-7. 

X i^opotita. aequatlone difTerentto - (fifferentiali qaacunque, prlncipia 
ejpli^ft, qf,qj^i^n8t,Jnt^p^onpin^Rer; ajiiiMrc^ oportet. 

S^jo r u t i o 

'Itersctur aequatio^ propositft inter binlas variabiles a: et ^, tc 
posito ^ yzip^^x) et 'dp zzqditVy dabitur aequatio inter quatuor 
quantitates. x^ y^ p et g^ ex qua q ita definire licebit^ ut g 
aequetur functioni cuidam trium. quantitatum; x^ y tt p^ qua vocata 
nV, sit ^-V^ seu d pz:Y d x.. Hic primor observandum est, 
integrationera^ ut sit determinata,. duplfcem. determinationem requi- 
rere^ seu duas conditiQj3£&vqUAJUicP£PrvlHbi^-P^d^^^ibi posse, quibus 
satisfaciat Sciiicet non suiBcit, ut posito xzza fiat yziby quem- 
admodum in* aequationibus differentialibus: primi gradus usu venire 
vidimus, sed aliam insuper conditionem; adjicere licet, quae sit^ ut 
posito xzza fiai etiam p zzz^ — c quantitati datae.. His ergo 
determinationibus constitutis,. ut posito xna,, fiat yzib et pzic^ 
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CAPV^ XIL ^^ 

^otnm integtationis negotium )nic fedttcittiir, tft ^i^ or kMati queftii* 
cunque valorem tribuendO| inye^^entur Talofes tespondentea ipHHSk 
y et ipsius p\ hoc enim ai praestiterimus ^ aequationis proposita^ 
integrale perfecte definirerinras;, ut hibil prfteterea desiderari possit. 
Quod cutn in genere fieri nequeat, approximationis ratio in hoc 
consistity ut ipsi x ralor quam mininmn^ ab a discrepahs tribuatur, 
qui sit a;:±:a-f-(a» et inquiratur, quantum iaiores quantit&tuAl if 
et p a primitivis b ti c sint discrepaturi. llic pHo principio 1fcsSb« . 
mimus ^ dum x kh a ad a «4- flo mci^escit , etiam quantitatum y t\ p 
valores tam parum mutatum iri, ut inde functio V nullam yariatio- 
nem notabilem patiatur. i^uare si ponamus , statuendo xzzza^ 
yzrzb et pzz,c^ fieri V^F, eundem valorem F quantitas T 
retinere censebitur, dum x kh a usqtie ad a^f-oj augetur. Guni 
igitur pro hoc intervalio minimo habeamus d pz^V d x^ erit inte- 
grando p nz F o? -f- Consl. Verum, quia posito xzzza^ fieri debet 
pzrzcy etit pzizc -^ F X — F a. Sit minc x zzz a -+- o) i atque 
habebimus /) zr rf -f- F oj , qui est talor ipsius p , vAItori x zzza ^ta 
respondens. Denique pro hoc minimo intervallo erit 3 ^ nri c d :ir, 
ideoque yr6-+-ca? — ac, et pro valore xzia-^h^ fit yzrft-HCca, 
qui est valor ipsius y valori x zzna ^+^ta convenlens. Quocirca 
si valores primitivi sint rrzira, y zzi b ct pziiz^zzic^ ei iisque 
fiat YzzzF^ aequentes valores intcrvallo quam minimo ab iliis 
remoti erunt 

qui 81 porro ut primitivi spectentur, ex iis simiii modo per inter« 
vallum quam minimum progredl libet, ^icqug tandera progi^essus per 
intervallum quantutlivis magQum iiUitfteScet. 

Coroll ar ium 1. 

I6S3. QHo iliinori capiafitttt baec iifter¥alW, «b mfhus i 
TiM» alSerritbiCttf , 4unli&od# qiutatkatts » ei F non tint nimit raafmre^ 
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284 QA?UT X«. 

ftiii autom eae adeo in infinitum, exci-eecaat, manifcstum e8t| erro^ 
rem iu quantitatibus y et p iusignem. commisaum iri. 

Corollarium 2. 

1084. Si quantitas c vel F fiat vehementer magna, inter- 
Yallum, quo jy vel p crescit, pro dalo accipi potestj^ita posito 
r(idn:v|/ erunt sequentes valores 

At 81 F prodeat quantitas permagna, valor ipsius p intenrairo 
minimo <J> augeri sumatur, ut sit F co =: (J), eruntque valorcs 
6equent;e8 xzna -l-|^, y — * -+-^ et p = c -*-C|>. 

CoroHarium 3.^ 

1086. Si fi 8it quantitas infinita, pro ralore proximo ipslus y 
ezpediet definiri 

qiiae expressio ut sit finita, etiam quantitas e infinita sit oportet; 
alioquin valor ipsius y respondens non solum ipsi xzna sed etiam 
ipsi xzzza^b^ maneret infinitus» 

Scholion f. 

1086» Quotiea solutio alicujus problemaus pendet ab inte- 
gratione cujuspiam aequationis differentialis secundi gradus, cotiea 
conditiones problematia binas determinationes suppeditare solent; 
quarum altera, dum ipsi x certus quidam valor xzzza tribuitur, 
exigit ut ff datum vatorem ytnh^ attera vert> ut etiam ratio 
^zizp datum valorem pzrzc consequatur. Quodsi ergo in genere 
aequatioaem quaodam <fifiSBretttio • difierentialem integrare velimns^ 
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Lntegrationcm Ita instituere licet» ut posito axziza^ fiat yzzzb et 
pzizc^ quantitatibus a^ b, c ab arbitrio nostro pendentibus. Jnterim 
tamen quandoque nsu venire potest^ ut posito x~ay. valores 
ipsarum y et p non penitus ab arbitrio nostro pendeant^ sed ex 
natiura aequationis jam datos valores sortiantur^ quibiis easrbus 
defectus determinationis aliis conditionibus compeusatur. Veluti si 
proponatur haec aequatio 

xxia — b x^hdy ^ 2 x(2 a — b x)d^xd U 
-4- 2"(3 a — 6 X) ^ d a?^ — 6 aad x^, 

qaomodocunque ea per tntegrationem determinetur, posito ^ =: 
necessario fit yziza ct ^zzz p Ziz b ; ita ut pro casu x zn 
valorca quautitatum y et p minime arbitrio OiOStro rdinqitantur. 
Integrale autem completum reperitur 

«ibi etiamsT constantes A ct B pro lubitu assumantur^ tamen semper 
posito X zzz prodit yzna et pzizb. Hujusmodi crgo casibus 
mirum non est^ si pro dato ipsius x valore, quantitatum y ct p 
Yalorea arbitrio nostro baud permittantur^ 



Scholion2^ 

1087. Exposita ratio aequationes difTerentio-diSerenualea per 
fipproximationes integrandi^ dum per intervalla minima progredimurr 
quemadmodum ctiam in aequationibus differentialibus primi gradus' 
fecmius^ certia casibus difHcuItatibus involvitur^ ut nisi remedium 
afieratur, in usum vocari nequeat^ Primum hoc evenit^ quando- 
e zzzz oa, tum enlm quantumvis exiguum accipiatur intervallum cay^ 
neque ipsius y neque ipsius p valorem cognoscere licet Simile 
quoquc iacommodum turbat, si positis xzzza^ yzzzb ct pzzzc^ 
limctio V fiat infinita^ ideoque prodeat Fi=:co^ quo casu valor 
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ipsius p jion .definkur. Delnde etiam casus quibus rel e rel T 
evanesclt^ seorsim tractarl convenit: etsi enim tum valores ipsarum 
y et p satis accurate ostenduntur, tamen quia nuUam mutationem 
patiuntur, dum mutalio altiore ipsius o) potestate exprimitur, ipsam 
mutationem inrestigari utile est, quo in progressu minus a yeritate 
aberretur. Sin autem quantitas b efadat infinita, jam animadrerti* 
mus, loco ipsius y ejus reciprocum ^ explorari deberi. Quemad- 
modum ergo diiBcultatibus ante memoratis ait occurrendum^ diiigen* 
tius perpendamus. 

Probiema i38. 

1088. Si integrationem per interyaHa instituendOi pro initio 
cujuspiam interyalii, posito a:zz:a, y:zzb et pinc eTcniat, ut 
quantitas c sit vel evanescens tcI infinita, integrationem per hoc 
intervallum absolvere. 



S 1 u t i o. 

Praecedens approxiraatio dederat y:=.b-^ci± — a), unde 
61 cznO y incrementum ipsius y altiore potestate ipsius x — a 
expriroetur , scilicet y — ft -4- A (x — ^)^, existente X ^ 1 , rejectis- 
que altioribus potestatibus , quae prae hac^ ob interrallum x — a 
minlmum^ recte contemnuntur. Sin autem ait czroo, valor ipsius 
y simiii modo repraesentari potest, t/ zz: * -f- A (o? — a)^, existente 
X <^ 1 , ita tamen ut nihilo sit major ; utroque ergo casu eadeni 
investigatio est, ut ex aequatione proposita d^^zzYdop tam coef* 
flciens A quam exponens X definiatun Jam ex illa aequatione 
deducimus "* 

Ui^p~XA(3-a)^-' et 

a>> = XCX — i^kix -^ai^-^dx^ 
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ftc necesse est, eandem expreasionem resultai», si in formula Ydx 
statnatur 

^=:ft-f-A(a? ^d)^ et pz=:\k{x ~ a)^— \ ^ 

unde evidens est, fore 

cr:rOsiX5>l,etczz:oosiX<^.lt 

Cum jam V sit functio ipsarum x, y ct p^ ponatur ubique x:r0j 
nisi quatenus formula x — a inest, quae relinquatury tum vero 
yizzb^ nisi hinc prodeat V~0 vel yzzroo; hoc enim si eve- 
niat, pro y valor 6-|-A(a: — a)^ scribaturi similique modo pro;> 
scribatur \ k(x — a)^ '. Rejiciantur autem formulae x — a 
potestates altiores prae inferioribus , sicque pro Y orietur expressio 
hujus formae C (a: — a)^, quae formulae X (X— 1).A (x — a)^'^* 
aequari debet, unde tam coefliciens assumtus A quam exponens X 
definietur, ideoque vero. proximi valores 

yiiZih 4- kix — a)^ et p rz: X A {x — a)^*- ' 

innotescent, qui eo minus a veritate rccedent, quo minor difFeren- 
tia mter a et o: constituatur. Casus autem quo X zi: 1 per se 
est perspicuuSi atque in praecedente problemate pertractatus» cum 
is sit sohis quo quantitas c finitum nanciscitur valorem. 

Corollar.ium 1. 

f089r Si eveniat ut. posito* c~oo,. quo casui esse dc- 
beblat X <^ 1 , functio Y fiAitum obtineat valorem,. cui formula 
X (X — 1) A (a: ~ a)^: — ^ aequari nequit,. casus per se nihii habet 
difBcuItatis, et valor ipsius y etiam. pro< minimo excessu ipsius X'- 
supec a revera. infinitus. evadet*. 
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Corollarium2. 

1 § 0. Facilius hoc jpcrspiccre licet ex exemplo dpziz6 x^x, 
unde fit 

p zizc -^ S X X — 3 aazn -jl, hincque 
1/ — fr -f- (c ~ 3 a a) (a; — a) +- a:* — a' , seu 
"^ *y±:ft — ac-4-2a^-^(c — 3 acOx ^x^. 

Si ergo conslaus c sumatur infiuit^, yalor ipsius y semper erit infi- 
nitus^ soJo cj^cepto casu x^z:zcl 

Corollarium 3. 

1091. Sin autem sumto czlO^ quo casii esse debeC X^l, 
functio V finitum habeat yalorem eumque adeo constantem^ posito 
.r — a et y zr: fc , ei formula X (X — i) A (a: — a)^ • aequabitur 
sumendo X = 2 , et 2 A r=: iiii yalori oonstanti. Yeluti In praece- 
dente exemplo fit V— 6azz:2A, hinc A m 3 a, eritque proxime 
f/ — 6-f-3a(a: — a)^, quod etiam congruit cura integrali inTcnto, 
quod posito c ~ est 

y — b^2a^ — 3aaa:4-ir^lz:6-4-(x-|-2a)(a: — a)*, 

quae expressio facto x ZH a in iilam abit. 

S ch o 1 ion 1. 

109 2. Posito c rz funciio V, si In ea scribatur xz^a^ 
y zz b et /^rrczziO, valorem nanciscetur vel infinite magnum, 
vel finitum, vel adeo evanescentem. Primo casu, quo fit V nr oo, 
ut ci aequari possit X (X — 1) A (aJ — a)^ ~% sumto x zzza^ 
necesse est sit X <^ 2 , existente X ^ 1 ; ut autem hinc quantitates 
A et X definiantur, in fimctione V scribi oportet 

y=:6 + A(a; — a)^ et ;> = X A (a: — a/— «', 

itemque xzzza^ nisi ubi formula x — a occurrit ; hoc modo quia 
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per faypothesin casu x zz: a fit V zz: ooj iste valor prodibit 
z= C (a: — flt)~ *, quo collato cum X (\ — 1 ) A (a: — . a)^ " * repc-i^ 
rientur A et X ^ dum ne prodeat X <:^ 1 , qui casus cum c =: 
aubsistere nequit. Se^^undo casn quo prodit Vrz: quantitati finitae^ 
capi oportet X = 2 ^ sin autem tertio casu sit T = ^ sumi debet 
X^ 2^ ut ejus valor in formuia 

X(X — l)A(a? — a)^-* 

contineatur. At si debeat esse czzoo^ fieri nequit ut vidimus^ ut 
functio y finitum obtineat yalorem, multo minus eyanescentem, nisi 
quidem cdsus incongruos, quibus y perpetuo maneat infinita^ admit- 
tere velimus. Tum igitur functio Y necessario valorem infinitum 
induit cum formuia 

X(X — l)A(a? — a)^— • 

eomparandum^ ita ut sit X<^1. Hinc igitur patet, ' determinatio* 
nem quantitatis c non semper arbitrio nostro reiinqui^ sed quando- 
que ex indole ipsius aequationis nobis praescribi. Yeluti si propo- 

natur haec aequatio 99yzz . _^* , erit 

||iz:p = A-j^^cty=B-hAar + ji-, 
uude posito 

xz:a fit cz^A--^ et 6z:B4-Aa-*-^, ergo 

A-c^^, et Brft — ac-;^-f-^, 

quare, ne aequatio integralis omnino in infinitis rersetur, litterae b 
et c non possunt non esse infinitae. 

S c h 1 i n 2« 

10 93. Non autem Omnes ordines infinitorum et evanesfeen- 
tium in formula (x — a)^, casu x:zd^ contineri, jam observavi- 
mus; expressio scilicet xxlx^ casu x^zO^ infinities superat pote* 

Yol. II. 37 
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stieitbm aeciindafm ^^^ ioieniD tamm kfixdliQS ma^v Mt ' pQ^taite 
x^~^j qttantumvia etrapi exigua firactid» d. acoiputu^. Quftre si ia 
supenori siokitioDe formul.a.8 ita inatruefe TKiiMttSy itt ad . amne» 
ordmea tam infinito.rum quam evancMentittnL patteant^ alatsi^ mH* 
Ycniet 

unde fit 

If Z;/>wXA^~a>^--' [/(ar^a>]ft^^ p; A(:»--a)^^^ 

at posito xzia^ pars prior cst ad posteriorQm ut i[(;p---a), i^i *o 
hpc est; ut oo : 1 , ex quo sufEcit siimsissQ 

p i: X A (a: — a)^ — » [ / (0? — a> l*^ , 

ex quo simili modo coUigitur 

|j2X<?fe ^ 1>A (ar -^ a)^-^ tH^-^a) ]^ 

quae ^xprcssio cum functione V, jjostquam in ea scrjpserimus ^^Zia^ 
yzib tt pZLCy scu potius 

yi:&-hA(a?-a)^[/(a;~*a)]'^ ct /^nXA^a:— a)^-'[/(a;— a)]*^, 

comparari debet, ut inde tam constans A quam exponentes X et u. 
innotcscant. Haec ergo tenenda sunt in ista investigatione^ quo ea 
ad plures casus extendatur. 

P r-ab 1 e-mva. ' 139-. 

10 94. Approximationcm ante expositam accuratius petsfcqui, 
ut sumtis intcryallis etiam paulo majoribus minus a vero aberfctutp 

S I u t i 0. 

Posito 9y:rp3aJ> aequatio- diffferentio*dIflfereittialis hac fdrma 
||zV exhibeatur, ex qua ante p ita definivimus, quasi V esset 
quantitaa constans pro interraiio saltem vehementer parvo^ unde 



Digitized by 



Google 



CAPtlt XIL 2«! 

obtinuimus p m i? ^ T (ir: — a) , pi)stquatn scilicet in V ]f>osueriinus 
.THa, yzzbttpiiCy qui sunt valorcs primitivi per imervallurti 
X — aZLii^ retinendi. Cum autem functio Y ifiterea non sit con* 
atans, quia Xy y ti p invoivit, rcvera erit 

• pz:c -^\ ix — d) — /(a: — a) 3 Y. 

Ponamus igitur 

aVrP3x^Qay-f-R9/>, 
ut sit 

aVr:(P-+-Qp-*-RV)9a:, 

et nunc quantitatem P-f*Qp-f-RV tit constantem spcctemus, 
cujus valor prodeat ponendo xzzUy y:zU ti pzzc, quo facto V 
in F abire supra sumsimus^ eritque 

p — r -h F (a? — a) — j (P 4- Q c -+- R F) (ar — a)\ 

Hinc porro ob dyzzzpdx^ &t 

y-b^c (ar-a) -»- | F (a:^a)^~ ^ (P h- Q c -h R F) (a:-+-a)^ 

similique modo approxitiiationcm ulterius prosequi licet. Quando 
autera quantitates P, Q, R et V foi-mulam x — a ejusve jJotesta- 
tcs complectuntur, quam non amplius ut constantem spectare ii6et, 
ejus ratio in integratione est habenda, qua fit ut in seriebus a^pro^ 
ximantibus formulac x — a poteftates non ordine iiscendant. Turti 
igitur conyeniet pro p ejusmodi seriei initium assumi 

p — e -4- A (X — a)^, unde fit 

J/=:6 4-c(a? — a) 4-5^^(^ ~ a)^+^ et quia 

|Jiz:XA(ar^a)^-S 

huic formlilae aequari debel functio V, postquam in ea pro y ct p 
valores assumtos , et d pro x scripserimus , iiisi formula ar — - a 
ingredratur, hoc raodo tam exponens X quam coefficiens A deter-r 
minaWtur. 
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Si c sit -0 vel zioo, ejus ratio potest in calculiim introduci» 
ut ponatur 

p ZLfix^ ay^ -4- A {X — a)^, 
unde fit 

qui valores si loco x ct p substituantur in functione Y, prodlre 
debet 

nf(x — a)*— ' 4-. X A (x — a)^ — '. 

Corollarium !• 

1095. Hoc modo pcr intervalla continuo ulterlua progredi 
licet, dummodo^ singula non majora aecipiantur, quam ut errores 
commissi maneant tnsensibiles ; atque hac quidem corrcctione erro- 
res illi diminuuntur^ ut intervalla etiam majora stdtui queant. 

Corollarium 2. 

1096. Pro primo sciticet intervallo valores primitivi xz:a^ 
yzih et pzic pro lubitu assumuntur, et valores in fine intervalti 
tnventi praebent valores initiales pro secundo intervallo, ex quibus 
calculus pro hoc intervallo perinde expeditur ac primo j sicque con- 
tinuo ulterius est progrediendum. 

S c h 1 i o n. 

109 7* Hujus problematis duplicem sotutionem dedimus^ qua- 
rum prior etsi latissime patere videtur, certis tamen casibua ia 
usum vocari nequit; iis ergo altera solutione uti conveniet £xv- 
stunt autem tantum plerumque paucissima ejusmodi inteiTalla, quae 
posteriorem methodum postulanti dum reliqua omnia ope prioris 
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cxpedire licet. Evenit boc , qiiaifido pm quopiam intervario quanti* 
tates V et c veb evanescunt vel in iufinitum excreatunt; .quin etiam 
fieri potcst, ut quantumvis exiguum intervallum accipiatur^ quantita* 
tes 2/ et p variationibus infinitis sint obnoxiae^ quarum repraesen- 
tatio determinatiooem prorsus singularem requirit. Yeluii ai propon».- 
tur haec aequatio ddy -h ~— — , intervallum ah x zrz usque 
ad .T — Q), etiamsi a> quam minimum assumatur, infinitam miitatio- 
nem in valoribus t/ et p indicat; id quod ex ejus integrafi com- 
pleto perspicitur^ quod cum sit 

tfZnAx^ sin. (-^- Ix -+- a), 
hincqup 

P^TV^ sm, (— /x 4- a) + ^- cos. (— / x -f-a), 
seu 

p =: ^ sin. (^ / or + a -I- 6 O^, 

evidens est si xzzO, fore quidem y i: , sed ipsius p valorem esse 
incertura. At ipsi x valorem quam minimum tribuendo, y quidetn 
minimum retinebit valorem, sed qui pro minimo intervallo modo sit 
positivus^ modo evanescens^ modo negativus^ ob maximam mutatio- 
nem, quam Ix patitur, quantitas autem p interea transit per 
omnes mutationes possibiles. Idem luculentius perspicitur ex hoc 
exemplo 

dOy-\ ^—^0, 

cujus integrale est yZlA sin. (^ -+- ^) ; dum enim x a € ad oi 
cxescit, angulus - -4- a ab infinito ad finitum transibitj^ ejusque sinus 
interea omnes mutationes ab h- 1 ad — 1 infinities adeo subibit. 
Ouando ergo ejusmodi intervalla occurrunt^ mirum non est^ si con- 
suetae metbodi approximandi deficiant, quippe quae hoc principio 
innituntur, quod mutationes per intervalla minima, sint etiam valde 
parvae ; his autem intervalli& exceptis. sotatio praescjripta semper 
cum usu adhiberi potest. 
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£ xe mplum 1. 
1098* Proposita aequatione 

ejus integratiqnem per approximationem absolvere. 

Cum ergo slt dp^ — y^s erit Vz:^; quare si pro initio 
interyalli sit xzza^ V^^ ^' />^^> inde taniillum progrediendo , pci- 
solutionem priorem, ob 

Q = ^==7, ct R=0, 
habebimus 

y n fr -4- c (x — a) — j^ (a: -^ a)^ 

Sumto ergo o?— -ana), pro intcryallo sequente erunt valorcs ini- 
tiales 

flc/^ a/ a aa/ ^ . 

unde simili modo valores initiales pro intervallo sequente coUigun- 
tur. Verum si pro quopiam intervallo fiat a z: , operatio pecu- 
liari modo institui debet. Fosito scilicet pro initio hujus intcrvalli 
xzzO^ yzih ct pzzcj statuatur 

A x^ "^" * 

*p:zc^Ax^ et yz:b ^ c x'^ , erit 

X-f- 1 

^ fx fx f (X^l)/' 

cui, nisi sit 6:iO, satisfierl neqiui; prodiret enim X z: et 
A =: 00 9 unde concludimus poni dcbere yzih^Kxlxy ut sit 
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hinc p accuratiufi^ cogposcere liceatj^ statiiamus 

;>z:A/x-f.A-HB et 1^ = 1^, 

unde concluditur ut ante A :i ^ ^ et B nKnet indetermuiatum » ita 
ut sit . 

nisi ergo sit bziO^ casu xnOy quantitas c necessario est ittttcStSLp 
Quamobrem si intervalli initio sit xz:0^ yzzb et pzzoo, pro ejus 
fine et initio sequentis erit 

Ezemplam 2. 
1099. Proposita strTlaec aegueaU) 

qua»n per approximationem integrari oporteat. 
Cum sit 

Hinc si pro cujusque interyalli initio Ai xzid^ V^^t P^^i ob 

F=V-li +//•"*' 

— ^w 



a = J+c(a:-a)-lrjCv-H+^) (»-•)•> 
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unde calenhis per intenralla facile continuatur, dom ne sit ar 0. 
Hoc autem casu quo a z: , dif&cult^r intenrallum computo defini- 
tUTt quia tum fieri nequit, ut quanlitatibus 6 et c dati ralores tri- 
buantur, id quod inde facillime intelligituri quod aequationis propo* 
aitae integrale completum est . . 

yzik tf X 4- B ^ -^ a:, 

posito enim orrO^ necessario fit ^=0, nlsi coefBcientes A et B 
infiniios capere^ relimus. Sumto «utem h ;iH) , . approximattp est tn 
prQmttt. . . 
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OE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM TERTII 
ALTIORISVE GRADUS SIMPLICIUM. 

Problema 140« 

1100- 

uumto elemento dx constante^ inrenire integrale compietum harum 
forraularum d^yzzO, d*yiiiO, d^ yzz. etc. atque in genere 
hujus d^y zz 0. 

S 1 u t i 0« « 

Cum d X sit constans , aequatio d^ t/ ir: per integrationem 
dat ddyzzctd x*^ hincque perro integrando dy^zax^x-^^dx^ 
et tandem y z: ^ a a* -f- 13 o? -f- y • 

Simili modo ex aequatione d^yzO^ per quadruplicem integra* 
tionem reperitur 

1) d^y = adx\ 

2) ddy^zaxdx^^^fidx^ 

3) dy=:ioLxxdx-^^xdx-hydx, 
et tandem 

Ex aequatione autem d*y— 0, integratio quinq«ies repetita dat 
y — ^ax* +l^x^ -i-iyx^ -^Bx-^e. 
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At hujus aequationis 3® ^ =: integrale coUigitur 

sicque ad hujusmodi formas 9« ^ = , quanticumque fuerint grtdus, 
progredi licet, dummodo n fuerit numerus integer positirus. 

Corollarium 1. 

1101. A simplicissima forma ergo incipiendo integralia sequenti 
ordine procedunt 

Integralia completa sunt 
y — ax -f-|3 

etc. 



Formularum 
dy=zo 
ddy— 
d^yzifLO 

etc. 



Corollarium 2. 



1102. Quia constantcs a, (3, y ^^^* ^^ arbitrio nostro 
pendent, fractiones tuto rejiccre licet, critque 



Formularum 

dy = o 

ddyzilO 
d^y=0 
d*y=:o 
d^ y=0 
etc. 



Integralia 

y = a 

y zn ax^ -f- p a: -f- Y 
yzzzax^-^^x^-^ycv-^S 
yzzzax* ^j^ x^ -f-ya:*+5a:-f-g 
etc* 

Corollarium 3. 



1103. Quoti crgo ordinis est formula diff erentialis , totidem 
constantes arbitrarias ejus integrale completum complectitur, quas 
pro quovis casu oblato secundum qonditiones praescriptas definiri 
oportet. 
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H04. Fonendo dy—pdxi dp ^qh^^ dq~rdx^ 
d y ziz sd X etc. pmnes aequationes differenfiales altidrum ordintuti 
ad quantitates finitas reducuntur» in quibus nulla amplius ratio ejus 
elementi» quod constans assumitnr^ ^abetur. Atque hinc formae 
omnium aequationum differentialiura sequenti modo repraesentari 
possunt: 



Aequationum 
differentialiura 

I. gradus 
II. gradud 

III. gradus 

IV. gradus 



Forma generalis 

/JZz/iCoretj/) 
qr— /:(a?, «/, et;7) 
r :=::/: (,x, «/, p, ctqr) 
s—f.ix^ y, p, q, ct r) 
etc. 



ubi quantitates y^ p ^ q^ r^^ s etc. ita, excludendo dor, a se inri* 
cem pendent, ut cum sit 

f q r t t 

seqiientes relationes locum habeant 

qdy-^zpdpf r^y::=ipdqf sdyzzipdr^ tdynzpds etc, 

rdp — qdq^ sdp znqdr^ tdp ZZlq d s etc. 

59^rrr9r, td q ziiZrd s etc. * 

td r z::zsd s ctc. 
quarum formularum quaedam per se sunt integrabiles yeluti 

/q^y^kPP^ frdpzilqq, fsdq^Zlrr^ ftdrziiss ctc. 
ex quibus porro ob fz dvzivz — /i; d z istae concluduntur 
fydq:zyq^ipp,fpdrz:pr-iqqffqdsz:qs^irr^frdt:zrt^issj etc- 
quarum ope ex praccedentibus deducitur 

fsdyz:pr^lqq^ hinc fydsnys^pr^iqq, 



Digitized by 



Google 



303 CAPUT I. 

/tdp^zqs^^irr^ hmc /pd trzpt^q s -^^r r^ 
/ud qzzrt^iss^ hinc /qd uziq u^ r t-^is s. 

Hinc porro de&mtwc /yduziyu^/udy^ at ~=:^, undc 
/ydu-yu^/pdtz:yu'-pt ^qs^lrr. 

Quare si diffcrcntialia itcrum introdacamnSi obtincbimu8 scqucntcs 
formulas intcgralcs 

/ydy^ixy 

fyd^y:zyddy^ldy^ 

/yd^y^zyd^y^dy^^y^iddy'' 
/yd^^y^^^yd^y-dy^^y-^ddyd^y^id^y^ 

ctc. 

ita ut fonnula /yd^y sit iDtcgrabilis» quoties n cst numerus impar. 

S c h o 1 i o n 3% 

1105. In aequationibus differentlalibus secundi gradus formas 
simpliciorcs ita constituimus, ut q aequetur functioni vel ipsius x 
tantumi ycI ipsius y^ vel ipsius p^ quas iitteras majusculas pro 
functionibus minuscularum scribendo ita repraescntare licct, ut sit 

vel 7 zr X, vcl 7 zz: Y, vel q — P. 

Hinc simili modo pro aequationibus differcntialibus tertii gradus for- 
mas simpliciorcs constituerc possumus 

rzziX, rinY, rr=P, rz=Q,| 

ita ut tantum.binas quantitates variabiles involvant. 

Fro quarto autem gradu cssent formae simpliciores 
^mX, ^zzrY, ^zzP, ^zzQ, sznR, 
et pro quinto 

tiziX, «zzY, «zzP, <rzQ, <z=:R, <=zS, 
atque ita porro pto superioribus. 
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CAPUT L 30S 

Venim hae formae non omnise aeque integrationem admittunt, 
dum aliae ne 8emel quidem, aliae semel tantum^ aliae per omnes 
jntegrationes usque ad relationem inter x et y perduci possunt^ 
cujusmodi sunt primae quaeque in quoris gradu. Semper autem 
id est propositum^ ut relatio inter binas yariabiles principales x 
et y eliciatur, 

Pr b 1 e m a l4l. 

1 1 06* Posito dy ^zpd Xs d p ::=: gdx, ^^zzrdit, 
dr = ^d^^ d szmtd x^ etc. pro quovis differentialium gradu^ ai 
litterarum Pf q, r^ Sy t^ etc. quaepiam aequetur functioni ipsius Xy 
quae sit X^ invenire relationem inter x et y. 

S 1 u t i 0« 

Siprimo sit p=;X, per dx multiplicando erit pdxzzdyziXd x 
hincque y r/X d x^ qui est casus formularum differentialium primi 
gradus simplicium. 

Sit secundo g:zX, erit qd xzzdp^zXdx^ hinc pzi/Xdx^ 
tt pdxz:dyz:d xfXd X, ergo yzz/d x/Xd x^ scu per sim* 
plicia integralia y z: x/X d x — /X xdx. 

Sit tertio rinX, ob d qzzzrd x erit q zz:/ X^d x^ hincque 

pz=:/qdxzzz/doo/Xdxz±x/Xdx — /Xar^x, 

ac tandem 

y zzzfp d X =/3 x/d xfX 3 a? z= i a? x/X d x 

— x/Xxd X ^l/Xxxd X. 

Sit quarto szziX^ ac reperitur yzzzfdx/dx/dx/Xdx^ 
quae expreasio evolYitur in hanc 

yzzz^x^/Xdx — ixx/Xxdx^lx/Xxxdix: — l/Xx^dx. 
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304 CAPUT L 

Sit quinto /=iX, ejk yz=./^op /d x /d oo /'dx fT^h x, 



stxx 

— ^ x/X x^dx^ ^/X x^dx; 
unde lex ulterius progrediendi est manifesta. 

Corollarium i. 

1107* Tot ergo habentur formulae iiitegrales, quoti gradus 
aequatio fuerit differentialis, et quia quaelibet constantem arbitrariam 
assumit, totidem constantes in integrale ingrediuntur, quibus id 
completum redditur; quod idem ex priori forma, ubi totidem signa 
integralia implicantur, intelligitur. 

Corollarium 2. 

1108. Sumto elemento dx constante» sequentium formula* 
rum more consueto expressarum integralia completa ita se habebunt 

I. Si d yznXdx est y zn/Xd x^ 

II. Si ddy=Xdx^ est iyzizx/Xdx ^/Xxdx, 

IIL Si d^y^Xdx^ est 

^yzzix^/X^bx — 2 x/Xx^x -^/Xx^dx, 

lY- Si d^y=.Xdx^ est 

tyzzx^/X^x—Zx^/Xxdx-^Zx/Xx^dx-^/Xx^dx^ 

Y. Si ^^ s/ = X d :r^ est 

^AyzLx^/Xdx^/kX^/Xxdx^tx^^/Xx^^dx^Ax/Xx^dx 

^/Xx^dx^' 
etc. 

S c h o 1 i n. 

110 9* Formulas autem^ quas ^upra secundo loco constitui* 
mus, functlonem Y complectentes, post secundum gradum integrare 
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non' Gcet. £x tertio enim ordfaie ' fomibla' r ±ziY «Ui norii^ui^ 
ewe 

^^f9q qdq 3q 

nulip.modQ integrari potest; neque eiiaja hinc 9 per y determinari 
potest. Nam «umta forma pd qzizY dy^ cxistente pdp znqdy 



obp=-y?. erft 



3p = H|iH-Yd.|^. 
hincque p elidendo 

qua:e q}ii4^9i aequatio est secundi gradus, sed neutiquam in genere 
rcsolutionem admittit. £x quarto genere formula sznY ^ ob 

/s d y dzp r ^^lq q lHfY d y , aemel integi^ari potest^ sed hine ' 
ulteriu» progredi «on licet. , Qnas autem supra pro quoTiB gradu 
formulas simpliciores ultimo loco constituimus itemque penultimo^ ; 

eae tractabiles deprehenduntur : earum ergo integrationem investi- 

gemus. 

Pro.biemii 142. . 

1116. Posito ut hactenus dy±pda?, ^pTiqdx^ 'dqZ^rdx^^ 
etc. litterae Y, P^ Q, R, etc. denotent functiones cujusque litterae 
minusculae cognominis, investigalrei integralia Ivarum formularum aim^ 
•pUoiuQi 

/>;^Yt 9^=Pi ^=Qi *=:R^ *=:fl, etc. 

So lutio* 

Aequatio prima oh p:iz^ statim dat d o: r= ^, ideoqne 
X — J -Y* 

r 

Aequatio aecunda ^iizP ob ^zngl praebct dxzzi'^^ et 
dy=:^p^;. unde cum P sit functio ipaiua p^ utrdque Tariabilis x 
Vol. II. 39 
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ct y per ^ determinatnr boe nado' << • , ; 

Aequatio tcrtia rrzQ, ob r±rj|, dat 9 « zz:^, hioe 

qdxz=:dp=:^^, ita ut slt x=z/-^ ct prz/^ unde colli- 

gimus pdx=idyz=^^/^-^. ergb j/zn/^/i»?. Quare per 

eandem variabilem q utraque Tariabilia o? et ^ ita determinatur, 

ut sit 

x=/^ et »=/?A/l|l. 

Aequa^o quarta s zz:Rzr:^— dat d ar := ^^ unde eolligi- 

mus rdxzzzdg=^ ^p , ita ut sit q nr/^jp • Porro qdx^z^ dp 

daiap=:^/^, hincque ;^ =:/^/l|-% et quia paar^ay 

habebimns ^U^^ /-^/^^r V^^ P«r r ambae Tariabilea jptrin* 
cipales x et y ita defininntur 

Aequatio quinta ^=:S simili modo tractata praebet 

^— /t ^' y=^/T/T"/"r/"T^ 
sicqae facile ulterfua progredi IlceL 

C'Orr ollar i.um 1. 

1 1 1 i. £x formula secunda intelligitur^ si x aequetur fmfeticni 
ipsius p^ nt sit xc=V'^ fbrc y =1/;^ d~P =: P>-*-/Pdp^ quod 
quidem per se est inanifestum« 

C o r ol I ariuQi 2. 
1112. Sin autem sit a:zQ, ob 3a:i:3Q erit 

qdxzzdp-qdQs tipz:/qdQ, 
hiflcque 

y^/^Q/ifdQ^ 9tuyzzQ/q^^Q^/qQdQ. 
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CAPUT- I. «Of 

Td etiam cnm sit 

y=/dQ(7Q^/Qdv). «rit y=I^QQ-+-l/QQa7-Q/Q^^. 

slre hoc inbdo ' * 

Corollarium 3. 

U13. Simili modo si xmR, erit 

q-frdx-frdR et pz:fqdx-fdRfrdK^ ^ 

atquc 

y-fpdx-fdRfdKfrdR, scu 

2y-/aR(RRr-2R/ftdi--f-/RRar), 
per praecedens CoroUarium. £rgo per similes reductioues 

.6y-R^r~SRyRar-f.3R/RRar— /R^dr. 

CoroIlarium4. 

1114. At 81^ fuerit arrrS^ reperietur per similes reductioncs 
24yr:S*^~4S^/Sd^^6S*/SSa^~4S/S^d^-+-/S*a5: 

Uac ergo per differeutiationes retrogrediendo 

24;E^dsi:4S3^ds— i2SSds/sd^-Hi2sas/ssa^-.4as/s^d^, 

seu 

67irS^*~S5S/sa*H-3S/SSdj-/S^d^, et 
29=3*^ — 2 s/sds^/SSd5, 

tum r-S^— /S2^^ cl ^r^» 

ProbUma 143. 

1115. lisdem manentibus dcnominationibus^ quibus hactentr^ 
sumus usi, inTestigare integralia harum fornmlarum simplicioruiii .« 

qziY, r=P, JwQ, *=:R, etc; 
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Sol tttio. .- ! • •'• •■ "T 

Pro formulaprima 7 = Y, cum sit <7=§^» erit ^^i/J-TBy 
et pp— 3/Y3y, hinc pz:-/2 f^ dy=: ^. unde coUigitur 
* rr/^fgx, sicquc a? per y determinatur. 

Pro formula secunda r = P ob /^^> habebimus qdq^Pdp 
et ^ = / 2 /P d jp = ^ - IJ, nnde concludimus 

Pro formula terfia *r=Q ob ir:^—^ fiet 

ri 1/2/03 7=^^, 
unde sequitur />=/^^5^. Cum Tero sit r=|i, erit ^xz^^-^ 
et ob pd xzzdy habebimus 

r gg •» w - /'__Ai_ f— lil— 

Pro formtila quarta /rR bb <-Vf» »*nci8cimur sizi/2jRdr. 
At est * = f:^. unde ft 9a7 = ^7^j~^. Est vero etiam s-^^ 

ideoquc q-Jyijh-r- »«<* ^l"^»'*™''^/^^^» 'fit^^/T^JSJ^/y^JKT^ 
ex quo prodit ^ ^fp.^ ^* Qnocirca a: ct y ita per r determi- 
nantur^ ut sit 

— C ^»" - •♦ «/ — r -^'' - t ^^ C ■ *'^r_ 
^-J VTjVidr* ^ y-J ViJKdrJ TTJKfrJ i^T/yidT' 

Pro formula quinta u;r9, ob w=^» fidipiscimur fr/^/S^Jizl^r 
jltsitda:!:^?:^-,. Est vero etiam <=~, ^rgp riL/*^^?^^., Tum 

^zjfjr.dnpy p:ifgB,x.xi.y.:zfpd.a!i cx qiubii$ oonficitvr ■ « 

_ / d» . .^ r 9t r 9» f dt. y. -tay 
^-J ViJSii *' y -J VlfstsJ-T^^fJ ViJSdsJ y^fSis' 



♦ 
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""" ■" " •^'v^T"-^'^---^-^ — — ^ — s&r- 

S c b o i i n^ 

f 1 (6. Hi &i]m casns» quibirs (brmuTas iiras simpCdores nnprm 
tecen8ttas rcsolrere Hcet, Wcque^melhocla^ p>tct, qua reliquae tractari 
queant. Mnlto paucioi'ea occurrunt casua tractabiles in formis magia 

composijt»^Ni#i; ^-Ti afqpWM; ,fpn<^ioni InffaHfft^:^^ 

tum ^TansbilJliP^ <^ qutim penuriacm.pafiitn .^mpdui^ suppetiti quod 
in hac sectione cxponere queamus. « Aequationum autemi quae per 
methodoa adhtic ' mrentas tractari pd^suAtV i^^ec' f^^ est form^i 
generalis 

•umto elemeato d x constante > . c^uae etiam ponendo 

dyz=.pdx, dpz=:qd x^dq zzzrdx, etc, * 

f - 1 • ^, , - • 

ita repraesicntari potest * . ti » » . - 

Deinde vero etiam aequationes hac foma latius patente conteRtae 
resolutionem admittunt r ; j ^ ' 

, , Ay^B;>^rC94-Dr.4rE^-^^^tc.:=zX, , 

desotante. X functioQem qjaamcttnque ipsitts 9^ Porra ^o^niiMh 
quentes formae, quae quidem ad iilas redud possunt 

f 

quarum reaoIuUo adeosucc^dit, ad qnantmttTis gradum etian^ iliffe- 
rentialitas assurgat; in barum ergo aequationum. eYolutione tractatio 
:.iujj|tra» vcraabitur. - r 
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r, ; , : .. • .•' 

V ./CAPUT H. 

'MlESOLimaifB' AEQUAMONUM HUJU» FOHMAE 

! ' SUMTO. ELEMENTO dx CONSTANTE. 

^ . Prbblema 144. i - .' 

Leqofttioms differentialis tertii gradhit 

«mnto elemento 3«' constante, integrale completum inrenire. 

Solutio 

Cmn A, B/ C, X> sint quantitates constantes, leri attentione 
tdhibita pntet j iati acquatioiU httjusmodi ftnrmma y = e^* satitfticere» 
cum enim hino t&t 

||=x^^ ||l=^*^^ |^=x'«^*. 

bia «ubstitutis et aeiittatLone.. per e^* di-nsa, fit 

A -f-XB4- X»C -f-X»Dr= 0, 
uhde exponens X deferminatur^ qui cum tres ralores sortiatur, qui 
tuttt a, Pi y, halMbimns tres formulas satisfacientes y = e"*, 
y = e^*f y == «'^*. Verum ex natura aequatiouia propositae per* 
•picuum est, si ei satisfaciant ralores yrzP, yzzQ, y=:R» 
etiam his utcunque conjungendis satisfacturam 
y = aP-+-©Q4-€It. 
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OnA^d el teinis ^rnral& !ii^ti» aftnci^Mtfir litoer -latiiAdftr pkVi&- 
tem «eque satisfacientem - -'■ '^ 

quae focaHi ctua tre» iCbtt^taDtefr arbitnrlaa 9(, fd; ^ campiecAl* 
tur, i^yera crit integrale completttm aeq«atio{MS nQStrao propositae. 

C or ollar ium 1. 

iil8. Integrale ergb completum tot constat partibus, quot 
radices. habeat sen (actorcs aeq^atio . , . .i .■ > <• . . 

A -h B ^ ic X' -4-DX' — 0, 
cujus si. factor fherit a-f-X,* pars integrans arit C"**» . 

C o r 6 H a Y in «a -2: • 

1119. Haec scilicet pars etlt initegifal^ 'Ibjiw a^cjtladbnii 
ay-4-|j=0. Unde si sit '; ■ - i f - i^ ' 

A -h B X -+- C X* -4- D X* = (a -H X) (& -t- X) (r + X) , 
quaerantnr valores ipsins ff e^ hjv aegusftionibns simplicibus 

qui si siqt t/ =<P> y = Q^ V = ?(« inteGraleae^^ationiV propositap 

erit . .,"...•. T - ' 

• f poi^alla.rium, *. ^ j 



deretur 



11 2 , " " Sf binae radices siBT *5.cftraler, pilt4 "(3" — a, ' consi- 
r ' diflrerentia xxt ' ^vaiieiicefts ' vel ^.z±:d-+' fiT, ct' 6m sik ' . ' 

■ d^ *.==«" ;<!"*=; e**(i-+^o) X), ; : , . ■ 

-»•«»«■-1^ !q^*?.*'|Pr3: sJ»? <K:**. Iftat^. '. : 
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lio sit •• .-i j.'^a't..ji' i< '. 5« ■• 

•ob.ni.pccjg Sn y^^.-P- a, intcgwle ^ompkfaini: eritx. ^:. 



w ^ A 



.1 i : :» 1 •? «^ : ! 



•» i ; ;. 1 



Corollarium 4. . 

1121. Si binac radicc« fiant imagmariae , ^ ut & '"*-^ ' 
a=:|x + K/- l^ct p=:|i.-K)/- ^ ^ 

loco S(«««4-»eP» scriW debet ' 

qui^fi sedttcimr-.Ad .hanc £vnu»n . . 

^** * (Slcos^ ya: -|-i53 sin. ya:)- . 

-' ^. ' r-'^ ''^^^ iSchoHon* 1. ' . ■ 

1122. Quamquam aequatib proposita trjplicem integrationem 
postalat; • ariteqtiato 'ad i^dati<inem finitam intcr o?* ct y 'pcmeniatur, 
hic tamen una dperationcy quae ne integrationi quidem cst afBnia, 
eo pcrtigimus. Conyectura seilicet Jbifanato/ctfHcgimiia- )|equationi 
particularitcr aatisfacientem, aimulquc trcs hujusmodi formas sumus 
consccuti. Deindc ez ipsa aequatiDnis ' ihdoft intcllcximus, si ralo* 
rcs singuK y — l^,f j/:=:zJ^^ ^^^ ^^^fl^f^^Sr ^t>^ fprmam ex 
iis coipposit^m ^ ^^^ P -rt-^ Q -4" € R satisfaccre deberci quod 
nijsi commodc .cYcnisset, ex illis terhis Taloribus nikil amplius' con- 
dudi potuisset. £x ecAcicm"' crgo prihcipia itt genere hujusmodi 
aequationea differentialesVqttotfctinque fderint gradus^ iibo ^fuati 4cta 
ita rcsolyi poterunta ut ^eo iBtf^rate complttttm a^iga«(ffr. 
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Schojion 2«. 

^ ti?3. Quoniam aequattonem differentiatem tfrtii gradua 
Aj, + B||+c|||-f-D|l?=0, 
in genere resolvere licuit, ut integrale completom esset 

existentibus a^./2» y radicibus hujua aequatlonia oubicae 
A+ B X + C X^ -f-D X^ zn 0, 

hinc usum non contemnendum pro aKia acquationibus , io quiaa ittatt 
tranaformare licet, percipiemus. Primo autem illam aequationem 
ad differentialem secundi gradus^ revocare licet ope substitutionia 
^ — ^-^"^^; unde &t, . 

|^ = «/.9'(|^-t-'-||i + «»). 
ita ttt aequatio transforinata sit, divisione per «-^*^* facta, 



A 



CUJU8 ergo ob uzz-^ ipt«grale est 

Haec autem aequadb ulterius ad gradum pHmum reducitnr ponendo 
dx= j^, cum piim elementum dx sumtom sit constans, erit 
^39« — dt^uLz 0,stn 9au=^~^, undc fit |^ = ^ «t 
^» — '^j ita/ut. prodeat haec aequatio differetttialis primi gradus 
A 4- b/w -I- C u uH- D tt» -f- < (C -+- 3 D tt) -|-?|-?1=: o, 

cujus ergo raoludo quoqoe est in potestate: ntriusque scilicet 
rariabilis tt e| £ Talor per eandem Tariatrilem x. eiqprimi potest.. 

Vol. n. 40 
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Cum enim y per a: detnr^ crk prhao Mrr— ^; tum vero 
<-4-Mtt=z^^,, ob 1^ = *. Loco y ergo -sub«tU»to valore supr» 
iiivento erit , 

aot§(c«*-4-/3fi©cP»H-Vv€ir'>'* • 
dnmxnedo di^ ^y y uvai radices ex hac aequatioxie 

Observari autem convehit, iliam aequatioiiem, posiio t-^iiuzz.Zy 
abire in hanc formam 

V A4-BM-f-z(C-f-DiO-+-^(a— ««)=:0, 

quae latius pateve videtur, quam illae ejusdem generis aequationes, 
quas supra tractavimus ; cujus , quia ratio per metbodos cognitas 
hitcgrandi non constat, rtsolutio facillime instituitur ponendo ^ 

«nde fit 

^u — ^ — ly^- et ^^ — ^ — ^y^^y 

^"^ — yds yydx^^ ^^ — jyd*» JJIx» » 
ideoquc 

9« — yd'» — d yddy . — yaay — ay» 

. , .i>u — &3cO»dy:F^,>») .^* * 7 ' — .:7:yd«« . ,» 
sicque i-esullat ha:eo aeqoi^tio 

ciijus tcsoluiio est oitehsa. "' ' ' ' ■ 'i " '"' i • • 
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1124% Aeqttatlo illa . difTerentialts prlwi gradus 

D/D< + <d«(CH-3Du) -f-9w(A-i-Bz*-4- Gu^-^^D^M^^rrO, 

cujus integrale invcnimiis, diligentiore ■ evolationc est ^igna. Ac 
.prirnoM^d^' obsf^r^Y^ «aw ifltegralMUfm Ti^ddi, ei 4iyidat|ur pfr 
hanc formam . ; - 

H-KC-+-.3,Dw)(;AH-BaH-CuVDM3)-h(A-^Bii-^CuVDw^)*, 

unde concludhhus et hanc aequationem 

DzdzH-Duu3z-f-z3u(G-4-Du)-4-3u(A-HBu)r:zO 

integrabilem fieri^ si dividatar per hanc formam 

DDs^-fDzz(B-i-2Cu)-Hz[AC-+-(3AD-»^BC)u-h(BD-^-CC)uu] 
H-AA^ 2ABu-*-(AC-«-BB3uu-f-(AD-hBC)u^ 

Utrinque autem divisor iste nihilo aequatus praebet integrale parti* 
culare^ unde cum t vel z ternos obtineant valores, singuli exhibe^ 
bunt integralia particuktrla. ' Hii^c operae pretium mt in .^nere 
aequationem 

investigare, quae per formam^ 

divisa inte^rabilis evadat. Per operationem autem supra explict« 
tanL invenitur 

dh=i2?dx, aM=PL3a?4-3Qaa:, 
dN=:2QLda7, et PN — QM=:e; 

unde colligitur 

Pda:=|dL, Qdar=||, 

aM=:|LdL4-^, et NaL=:?^, seu U=z^^. 
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I 

iqm valor ibi substjtutus sumto d N cdnstsnte clat 

3aN2=;LLdLdN4-2NLL3aL4-2NLaL^ » 
quae per dL mtiltiglicata^ transH in^ 

3aLaN*=D.NL'dL% 

T^nHH commodius^ ac singulari quidem modOy 'illae slequidioirts 
resolvuntur^ statuendo 

N=:aZ' et h=zl^, - 

unde sumto elemento az constante deducltur ^^'7^'^a~9 hincque 

Ergo d^Z^fiadz^, ideoqae 

Z=a»*-+-p2z-hyz+5, 

Qaodprcft' 8aMtorZ~«s»'-4*(3a?-f.yiJi+-5,. haec «eqvatio 

integrabllis redditur, divisa per hane fbrmun 

Fraeterea si Z habeat factorcs^ ut proposha sit hftec aequatio 

dirisor eam integrabilem reddens crit 

Ij/H- (a -4-«) (p -+-«)] [j/.-f- (arv.«) (y.-^;5)] [y^ 

cnjus singuli factores nihilo aequati praebent Integrale pairticulare. 
£x unoquoque autem, more magls consueto, integrale ^ompletum 

iita elicitur.. Pouatur 

» » • » - • 
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•J^"' '' *' •*'■■ •• .*'•:.■ t'f> . '•■■.., • , ... . » 

ne reperitur . r • : - ,• 

«t porro d v^p.dz» eritqne t; = tli±jg^±*? et differentiando 
iocoq««-^v ponend» ^dsy orietur baec ae%aatio ,, 

8A^(A-Ht>((?+«)(yH-z)=aal)t»'-i-(2y--a— j3)/)V(V--'«) (rf^>t>\ 
quae dat hanc separatam 

Frobleina 146. 
1126^» AequattOnii differefldalift cnjuscunque graduB 

si^nto elemento dx constante/integrale completuxxi inVeAire. 

S o I u t i 0. 

£t liuic'^ <eq)}ationi evidtna- est- sadsfKcere' fbrmulam yzize^^^ 
cumfenlm Junc 8^-. 

dx — ^^ ^ d«« — ^ ^ ^ St^ — ^ ^ ^ 

et in genere rr^. — X"«^*> facta substitutione pexTenietur ad hanc 

aequationem, postquam;-, acilicet^ per e^^ diriserimus^ 

A -f-B X^CX^^DX^ -HEX^-+-etc,zz:i 

ex qua valorem ipsius X definiri oportet» Hinc littera X totidem 
Talpres obtinebit, quoti fuerlt ^orditiis' aaquatttff diffbnsntURs propo- 
sita; qaorum sittgtdi MquaVonf «eque .satitfdeleoio^ Qui Tator^s ii 
sim a; (3, yj S^ 6tCk inft^aii« qtiidem^ jiartieiilarM erunt 

y = a e« *, y n: 93 e^ *, y = C?V^^ «c. 

Yerum ex ipsa aequatibnis natura pei^Spicuum est, aggr^gata quot- 
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cunque horum valorum, ideoque etiam omniumi perindc satisfaccrc. 
Cum igitur aggregatum omnium 

y = 51 €«* H- 55 e^* --h ^e*^^^^ c** -4- etc. 
tot complectatur constante^ arburariai 91 , 93^, '€^/-SD-, ct6--^4|u6ti 
ordinis differentiall^ eat aequa^o prcipositB» «tjiiir^ha^ jfVQIftt tju^ 
ait integrate completum, dubitarl nequit» Ascen4at a^uaJUo, diiTe- 
rentialis ad gradum n, ut sit 

atquc integralc completum ex n partibus constabit, quas ex reso^ 
lutionc hujus aequationls algebraicae ordinis n, scilicet 

A4.BX4-CX*^DX^4-- hNX^rzO, 

dcfinire oportet. Singdli nimirum ejus' factores aimplices partea illas 

' patefaciont^ ita si. factor sit a — X, ex eo integralls pars nascimr 

9(tf**, quae, uti manifestum est, ct integratione ~ aequationls diffc- 

|tentialis simpllcis OLy — ^-^ =i p nascitur. Simili modo duo facto« 
rcs conjunctim 

(a — X> (|3 — X) rr a (3 ~ («Hr- P)X •+- X X 

integralis portionem S(c"*-f-S5^* suppeditant^' quae simul cst 
integrale liujus aequationis differentialis accundi gradus 

Atquc in genere si' aequatlonis illius algebraicac factor sit 

a + 6X 4-<? X* +/X^ ^ctc. = O3 
ex hoc Ticisslm formetur aequatio diflrcrcntialis 

. «uj<is Ihtegrtle cottt{>letiim si sit yz=zV, id simul erit pars inte- 
gralis aequationis propositae. Atqne hoc modo ex singulis factori- 
bu8 aequationis aigebraicae 

A-HBX-|-,CX«-f.D^»-f- -f-NX*::;=0 
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devirabisntur ^«pgulie' piirtes :tQtO|frqttB fffm^y Kffi$9 jfinoMe eju« 
integrale oompletum ^oqslftueni^ U^i^ ^t praeclpuum negotium reso^ 
lutioni hujus aequationis innitatur. 

t^orollarium i. 

1126. Si igitur jstius aequationls algebraicae omnes factores 
simplices fuerint reales simulque inaequales, integratio nullam habet 
difBcuItatem. Si enim factor ^simplex sity-4-f/X, inteigralis pars 

inde oriunda est $(e « •. • "^ 

C 1*0 1 1 a)r ium 2. ' • ' 

1127. Si bini factores ttmplices sint aequales» aeu> iactor 

fuerit {f-^gXff pars integrali^ inde oriunda est e « (^^fdx)- 
Si factor ait cubus (/-f-fl^X)^, inde oritup pars integralis 

et ex factore biquadrato (/^- flr X)* fiujusmodi pars ' ' 

/ e « (a + S3:r-4-€a:^-^S):^-^), / , ' .' 

et ita porro pro quotcunque factoribus aequalibus^ uti ex '$. 1120. 
^cQHigcrc;.lictt. . 

• C r ollarium* 3.. 

1128. Sj factores occurrtot ima^narii,- bini^ conju«cti exhi- 
bcnt factorem trinomium Jrealem, cujua forma ita repraesentatur 

^ //4^ 2 /v Xcoi.'^ 4^ 

unde deducitur 



f 
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3JQ cxrvT /a 

quo cum §. 1131. oc41»to., -^- jx3±:S3i^2fi.'«^^^^ Ex 

quo pars ititegrafis et tali faictore oriurtda ertt ^- ^ 'n-*' 

— fx eos. i * 

C r 11 aritim 4. ' ' 

1129. Si hujusmodi formae quadratum inter fitctores occmrat 
(//+ 2 /fl^ X cos. ^ -f- flr flr X X)%. 

seu duo hujusmodi factores sint.aequales, oonsiderentur quasi infinit^ 
parum discrepantes, ut in altero loco ^ sit *^ (1 h^cu), et ob 

e « — c « (i — ??Zf co8.^), 

co,.-i^^art-'c*> = cQS..^^rJ.^^ et 

8in/.£^ (1 ^ 4)) = 8m. •^-^"-li -H ^^^^^ 
ex hoc factore coIUgitur pars integralis 

7 H-SB^8in.-f^-IB:5iZ£;^si|».-?^^H^^^ < 

cui prior addi debet« Hunc in finem constantes ita contrahamus. 
ponendo 

unde illae constantes utique determinantiuri eritque par^ integralis 
respondens 

— fxeos.^ ' ' 
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1130. £n ergo uiiiyersam methodum hujusmodi aequationum 
diiferentialium integrah*a inveuiendi 

ita in compendium contractam. Procedatur ut iate laterculus indicat 



loco y 


ay 


ddy 


d'y 


^y 


d-y 
• * * * ' da* 


dx 


da?« 


dx^ 


da?* 


scribatur 1 


Z 1 2» 1 Z^ 


z* z-\ 



« oriatttr haec aeqaatio algebraica 

A4.B«-f.C«»4-Dz3-|-E3*+ -+-N»«=:0, 

cujus tinguli factores reales, sive simpli^es sire duplicati, notentur, 
atque insuper casus quibus duo pluresre sunt inter se aeqnales , probe 
observentur. Tum cujusmodi partes pro integrali quaesito ex 8in< 
gulis factoribus oriantur, ex sequente tabella intelligere licet: 

Fartes integralis 



Factores 

(/4- ^ «)' 
(/4-1^2)' 

//-4- 2/^ z cos. ^ -f- flr ^ a » 

(.//-^l/gzcos.^-i-ggzzy 
Vol. II. 



— /« 
(§(-♦- ©a?)« « 

(9t -»-©«-*-€** -♦•2)«^)« * 

—fxeos. i , . » 

e-T-- (g(co8.^-^1^-^»sin.^-^) 

o 

(a-+-&ar)sin.-^'^ 
^^-^^ ^ (« -1- S5ar + ©rar) co8.-^5£i2:^ , 



/(a 



ctc. 



« ^ « 

+ 5a:-»-cxx)sin.^'ii 



41 
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322 CAPU^T II. 

Pro singulis autem factoribua diversae litterae constantes ^ scribi de-^ 
bent, nt integrale omnibua numeris . completum obtineatur. 

Exemplnm I. 
1181. AequcUionis differentialis quarti gradus 

^ ~ dlT^^Ti"* d«3 "^ dic4 " 

intfigrale completum assignare. 

Hinc oritur aequatio algebraica 

1 — 2 « -f. 2 zz — 2 2^ + s* = . 

quae in hos factores rcsolvitur (1 — z)^ (1 -+-«i)j quorum prior 
ob /*;z 1 et ^ i: — 1 praebet hanc partem integralis (St -h SB a:) «* 
tlter vero factor ob /— 1 , cos.^znO, g:zii^ et sin- ^—1, 
dat $( cos. or -4- ^ sin* o?. Quare integrale completum ^ quod quaeri- 
tar, erit 

y=:(a-hSBa:)tf* + € cos. a: 4- © sin. x 
continens quatuor cotistantes arbitrarias» Quod si velimus, ut posito 
o: =: fiat ^ m , fieri oportet S( + (J z=r , si ctiam ^ eodem 
cacQ evanescere debeat^ ob 

l^ =:: (Si-f-gj -h»a?) €« — € sin.a?4- © cos. 0? 

fieri debet S(-»-S3h-JD=:0, Si praeterea j^ evanescere debeat, 
ob 

^=:(§( + 2©-h©ar>c*— € cos. o: — JD srn- o: 

fieri debet S(-|-2SB~e;=:0- Quare his tribus conditionibus 
satisfaciemus sumendo € ri ~ 31 , S3 = — 5( ct JD := , iia ut 
sit integrale 

y = 9( (1 — a:) c* — S( cos. X, 
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Exemplum2. 
1132. Aequationem differentidlem guarti ordims 

sumto elemenio dx constante^ integrare. 

Aequatio algebraica ad integrationem perdncens est 

A-f.C«z-f-Ez* = 0, 

quae semper duos factores duplicatos reales habetf quorum forma 
duplex esse potest ' ^ , 

vcl (aa-|-2maz+nzz) (aa — 2maz-+-wzz) 
Tcl (aa-4-mzz) (aa-|-nzz). 

Ex priori est . 

A — a* , C rz 2 n aa — Amma a^ Emnn^ 
cx posteriore vero 

A^rra*, C rr (m-+-w) aa, Enrmn: 

semper autem terminum primum A biquadrato er repraesentare 
licet^ et prior resolutio locum habet, si £ sit numerus positivus, et 
2naa — C seu 2 ]/A E — C quoqu» positivus , ideoque 4 A E ^ C C 
Posterior vero si C C ^ 4 A £. Tum igitur videndum est , ad 
quamnam classem singuli factores. pertineant,. unde sequentM casus 
occurrent. 

I. Si omnes quatuor factores simplices sunt reales, erit 
A-f-Czz-4-Ez*— (a-+-'z) (a-*z) (6h-z) 6 — z), 

et haec habebitur aequaiio 

aa66y— (a«-f-66)|^ -f-|^,=: 0, 

cujus integrale completuni cst 
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Ac 81 sit 6 = a, hujtts aeqnationis 

^y dis rd,4 — "» 

integrale completum erit 

y =: (S( -f- © a:) e" + (H i- ® a?) «T •» 

IL Si duo factores simplices sint reales, duo rero imaginarii, 
erit 

A 4- C z a 4- E z* in (a H- z) (a — z) (6 6 -4- a «), 
et haec habebitur aequatio 

aa66y4-(aa~66)|^^-h|^=0, 

cujns integrale completum est 

y m 9( c** -f- SB tf~ ** H- S cos. 6 a: -4- © sin. 4 a:. 

III. Si omnes factores simplices sint imaginariiy duo casus 
sunt evolvendi: 

1) si A4-C22 -4-Es* = (aa^zz)(6ft -l-zz), 
unde hujus aequatidnis 

integrale completum erit 

yzzi^ cos. a X -f- SB sin. ax ^(S. cos. ft o: -f- © sin. 6 o: : 

2) si A-f-Czz-f-Ez*r:(aa-4- 2as cos. ^-f-zz)(aa~2az cos. i^^zz\ 
unde hujus aequationis 

|ntegrale completum est 

y =: «-+-*• ^•'•^ (5( cos. a x sin. ^* + S3 sin. a ar sin. ^) 

-f, c— ««<?<>J- ^ (^ cos. a X sin. ^^ -h S) sin. a x sin. ^). 

At si sit priori casu bzzia^ seu posteriori cos. ^=1.0, hujus 
aequationis 
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intcgrale completum cst 

y.rr (S( -f- S5 a:) cos. a a: 4- (€-+•© ^) sin. a x. 

Scholionl. 

1133. Cum jgitur aequationis 

Ay-t- a^. -r 9,3- — ^ 
integrale assignarl possit, omnes aequationes quas inde derivare 
licet, integrari poterunt. At haec aequatio per 2 d y multiplicata 
pei: integrationem ad differentialem tertii ordinis reducitur 

A y y + ^fV ^^^^^^^'-^ = Const. 

In integrali autem ante invento constantes $(9 93i C, S) ita defi« 
nire licet, ut haec Const. eyanescat, ideoque hujus aequationis 

integrale completum erit in nostra potestate. Nunc ponatur yze^"*^*^ 
ut sit « = i|j, et ob ^^zzieS'-^*^, 

aequatio nostra hanc indnit formam 

-h C V t; -f-E (-5^ ■+•^7^ ^" " ~ F«0-^ °- 

Sit porro ^afn^— , ut sit 

c — ^ — llZ. ly*_ erit 

dhv *> . ddv^^jdj. 

TT — 3? et -51^ — -gnET- 
iinde resultat haec aequatio differentialis primi gradus 

A 4- C a: V -h E (^- — J f -f- 4 v « * -4- V*) = 0, 
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cujoB relatio inter v et s ita ex relatioae inter o: et |r inventa 
definitur^ nt 8it 

Scholion 2. 

1134. Retenta autem ilia constante per Integrationeni 
ingresaa, ut habeatur 

Ays^H--^H ^—5^3 — G, 

in integrali completo, quo y per x ejLprimitur, constantes Viy ^^ 
6^9 S); quantitati huic G conformiter determinari poterunt. Nunc 

jgltur ponatur dx:zz^, ut sit g^ — u, crit 

Bdy _ ii9tt . 83 jf ^ tt3tt 

di^ — dy ^ ^^ ¥^ — ^'Ty^ 

idcoque 5^ — ^d- V^* Unde obtinetur haec aequatio differcn- 

tialis secundi gradus 

A^, ^, , ^* . T»/2tttt:\ 1/ dtt ttttdtt^v r^ 

y y -+. C u u -hE(-5j a . -^y — -5-3^) _ G , 

ubi consideratio elementi pro constante assumti est exuta. Nihjl 
ergo impedit, quo minus sumamus dy pro constante^ fietque 

AmM m» I r« • , I i> /a tt3 d <9 tt . tt u d u\ ^ , 
yy+C iiM-|-E(— ^-j5 H-^, ) = G, 

quae ergo aequatio etiam iiltegrari potest. 

Vel si ponamus y y zzi p et uuzzz q'^ sumto^ elcmento d p 
constante, prodibit haec aequatio 



Vel si in illa aequatione ponatur ziznr', erit 

Ayt/^-c4^|Eri.^g^ = G. • 
Quarum formarura integratio sine hoc subsidio maxime Urdua videtiir. 
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P r ob lem a 146. 
1135, Fropbsita aequatione differentiali^ ordlnis cujuscunque 

^'^y ±15— j; — 0, ubi elementum dx constans est assumtum^^. ejtrs 

integrale completum investigare. 

S 1 u t i 0. 

Aequatio algebraica solutioni inserviens est a^* ^t ^* — j pro 
cujus resolutione duos clisvfe considerari convenit, prout signum vel 
superius vel inferius valeat. 

I. Yaleat superius^ ut haec proposita sit aequatio 

et formulae a^-f-z' factores reales sunt 

aa — 2 azcos. ^-f- i3 3, aa — 2 az cos. ^ -4- zz, 

aa — 2 a z cos. ^ -f-.s s, etc. 

quorum ultirous est vel a a — 2 a z cos. — + z z vel 

aa — 2 azcos. ^*~'^^ -h-zg. 
« fi 

prout vel n vel n — 1 fuerit numerua impar^ atque illo quidem 

casu loco factoris quadrati aa-|-2az-f-zs ejua radix a -|- z^ 

sumi debct. 



Hinc istius aeiquationis integrale completum est 

ax cos. ~ . • 'w rt> • • '^v 

y ZH^e ** (9i cos. a x sm. ~ -^- © sm. a x sm. -) 

3ir 

a,rcos. — . . j-jT /-^, . • 3^\ 

-f-c ** (Ccos. a.rsm.— -h-iDsm.aa; sm. — ) 



a X cos. — 



-f-e * " ((£cos.aj:sin.— H-5 8'»' ^^ S'^~^ 



n 

etc. 



Digitized by 



Google 



32t CAPUT n. 

cujus expressionis, si n sit numerus impar, ultima pars fit fHe-'* 
Qttod integrale eUam ita potest exhiberi 

y=S(«''*°** *» 008. Caxaln.'^ -i-d) -^fd* • ' " co8.(aa?sin.-^H-6) 

^ g / * °^'' """cos. <a « sin. ^ H-0 h-;D «^*^ »~C08. (aorsin. ^ H- 1>) 

etc. 

quae forma eousque continuari debet, quoad simiies termini recur- 

rant. 

IL Si Taleat signum inferius, propositaque sit haec aequatio 

formulae a* «— s^ factores reales sunt 

a — z, aa — 2 zcos. ^-t-^J^» aa — 2 ascos. ~ -f-si^, 
aa — 2ascos. — +ZS, ctc. 
quoruxn si n numerus par» ultimus esta-f-z^ sin Jiutem impar 
aa-^ 2 az cos. ^'^~' ■ -f- z s. 

Quare aequationis hujus integrale completum est ' 

a oc cos ' 
y = a e«« -+- c ' » (© cos, aa; sin. ^ -t- € sin. ax sin. -^) 



axcos. 



-4- < ' " (S) cos. ax sin. *^ •+- € sin. ax sin. ^) 

a X cos. ■ — »— , ' £ ir < 

-4- c ** (5'cos. a X sin. ^^'©sin. ax sin. ^ , 

etc. 

quod integrale etiam ita exprimi potest 

^ a X cos. — • » . i * 
j/ = 9t«**-f-85c * cos. (aa:sm. — -f- b) 

^ aa:cos.^ f • ^ir \ /-% a:rcos. — , ^-. 

^(JTij *» co8.(aa?sm.2-.H-c)'^®e? ^ cos.(axsin.5Jr.^ t^), 

etc. 
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quae formfl eottsque est continuandiiL^ qaimdii] tehbkd S pH(^ii(MA 
dirersi prodeunt. 

S ch lio n 1. 
1136. Pro variis ergo exponentis n raloribus integralia aci^ffeml 



a«2/ 



modo sc liabebunt , ae primo quidem pro aequatione ^* y -+- K^ 

X 
9 y 

I. Aequationis a y -+- g-| =1 integrale cst ^ 

IL Aequationis «^^ + ^-f ^O integrale est ? 

jr z:r S( cos. (a a: -H ft). 

III. Aeqnationis o* y + 1^ = integrale est 

IV. Aequationis «*y-l-|^=:0 ii«eg*afe est 

V. Aequationia a? y 4- |^ rz im«grafe sgt 
2/ rr: a C * *"• '«• co8. (a x sin. afi*» -j- a) 

-+- © e— « * «« 7^' C08. (a X 6in. 7 3° -t- 6) H- € c— «*. 

VI. Aequationis a*' j^ -f- |^J :r= intfegrale est 
j/ ziz^e * cos, (| a a; -+- 0) 

-4- ^ cos. (a a; -+ 5) H- € c » cos. ^az-f-O, 

ctc. 
Vol. II. 43 



1=0. 
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9im\l nutem modo pro altera forma 

integrationes ad valorea simpliciores exponentis n accommodatae ita 
•e babebunt 

l, Aequationis a y — ^-^ =z integrale est 

U. Aequationis a' y — ||| zz integrale est 

lil. Aequationis a^ y — |^ zz: integrale est 
y = 5( e« « -f- 5B e'"' ^ ""^ cos. (ii^^' -f- Q. 

IV. Aequationis a* y — ^^ — o integrale est 
y=Z^e'* -f-©co8. (aar-t-5)-^C<r-««. 

T. Aequationis a* y — Il5 — ^ integrale est 
y = g( ««* -h <8 e«* "*• 7^" cos. (a a; sin. 7 2* H- 5) . 
H- € fi— " * ««• 3«° cos. (a a; sin. 3 6° H- (). 

VL Aequatiouis a^ y — |^^ ~ integrale est 
y = S(e-« 4-<5e^''^cos.(^^?^-H6) 

H-a:e""^''^co8.(^'H-c)-h©e-- *, 
acque quousque libuerit progredi licet 

Scholion 2. 

1137. Quamvls methodus, qua hic sum usus, expedite intc» 
gralia aequationum in propcsita forma contentarum suppeditet, m 
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principiis tamen integrationis^ omnino abhorret. Cum enim aequatio 
differentialis est altloris gradus, leges integrationis postulant, ut 
totles seorsim integretur, antequam ad relationem finitam inter binas 
Tariabiles perveniatur, et dum singulae iategrationes constantem 
trbitrariam recipiunt, hoc demum modo integrale completum obli* 
netur. Hactenus autem una quasi operatione integrale postremum 
eruimus, cum omnibus constantibus , quibus id completum redditur; 
rerera scilicct sola conjectura utentes plura integralla particularia 
sumus adepti, atque natura aequationis commode permisit, ut ez 
iis integrale completum formare liceret. Yerum si leges integrandi 
stricte observare velimus, proposita rerbi gratio^ aequatione diffe* 
rentiali quarti gradus, quadruplici integratione opus erit, quarum 
prima ea reducatur ad aequationem difTerentialem tertii gradus, 
tum vero ista per novam integrationem ad aequationem difTerentia- 
lem secundi gradus, quae denuo integrata ad gradum primum per- 
ducatur^ haecque tandem iterum integrata relationem quaesitam inter 
binas yariabiles patefaciat. Atque hoo modo etiam aequationum hic 
tractatarum formam resolvere licet, ut per continuas integrationes 
ad gradus simpliciorcs redigatur, quibus tandem eadem integralia, 
quae hic elicuimus, inveniantur. Cum autem haec methodus latius 
pateat, quam ad formas hic consideratas , ejusque ope haec aequa« 
tio generalior integrari queat 

X _ A y + ^ + ^-^ + ^.^ ^ etc. 

denotante X functionem quamcunque ipsius o:, cui resolvendae prae* 
cedens methodus minime sufBcit, novam methodum statim ad hanc 
formam generaliorem accommodabo. 
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DE 

INTI;GRATI0NE APQUATIONUM DIFFERENTf4LIUM HUJUS 

FORMAE 

X=As,^-«^ + ^.^ + -^f + etc. 

Problema 147. 

1138. 
JplroposUa aequatione diiTerentiali 

suintA elemento d x coiastante, et significante X functionem quani- 
cunque ipsius o?, invenire functionem ipsius a?, per quam haec 
aequatio multiplicati| integrabilis evadat 

S 1 u t i o. 

Sit P d X iste multiplicator quem quaerimus , et cum prius 
membrum X eo integrabile reddatur, ejus rationem ex altero mem* 
bro definiri oportet* Facile autem intelligitur , formam hujus multi- 
plicatoris P ejusmodi fore e^*, ita ut quantitas X definiri debeat- 
Sit ergo e^* d X multiplicator, atque haqc formam 
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integrabilem essc oportet, cujus integrale propterea statuatur 

ita ut hujus differentialc cum illa forma congruei'e debet^ quod cum slt 



e 



,Xx 



dx 



( 1 4/ ^^'^ 



dy -KCddy XM'r)'»-'y 



"*■ dx^ ~^ "^ bx^ 



A'dy B'ddy l.Vd^^yC* 



d X ^ x^ d x^ 



neccsse est sit 



ivr =: '^^, atque M' — N. Hinc erit 



• • • 



A 



tj/ B A 

^ — T"-?:»' 

p/ C B , A 

^ — X x:^ -t- XI » 

i-v/ D C B A 

" X "■ X* "^ X3 X*' 



w/ M L , K A 

^=y-x^+A^ ^x^'^' 

_N M L _ A 

°— X'^F'^X3' "^V^' 

ubi ex ultima aeqnatiioiM quamUas A erui debet^ qnae aequatio 
induit hanc formam 

A — B X -(- C X' — D XM E X^ rH N X* zr: 

unde cum X soitiatur n Taloies, totidem quoque multiplicatores, 
inveniuntur. 
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Videamus, qiiomodo hae determinationes pro •ingulis raiori- 
bu8 exponentis n se habeant. 

I. Si n — 1 ; crit A — B X zz , tum vero 

II. Si n^i:2 ; crit A — BX-f-CX'rro, tum vero 
A^zn^zzB — CX et B' nz ?^~^ = C. 

IIL Si n r= 3 ; erit A — B X H- C X* — D A' = tum vero 
A' r= ^ rz: B — C X -+- D X% 
B" =: ^T^ =: C — D X et 

f,/ CX* — BX- H A. T^ 

^ — X5 — ^' 

IV. Si n— 4 ; erit A — B X + CX* — D X^ -f- EX* = ^ 
tum Tero 

A'r=^=:B — CX-f-DX* — EX», 
B'zz:^^~=:C-~DX-f.EX% 

^,_CXl_BX^A_,j5_j.^^ 

-./_ DX3— -CX»-f-BX — A -, 

^ — 5S — *•• 

V. Si n=:6; erit A— BX-f-CX'--DX»-}-EX*^FX*=:0, 
tum rero 

A^rz^ rr B — C X -f- D X* — EX' -f-F X* 

B^ =:£^5=^ =: C — D X -hEX' — F X» 

C' = £2ilill52-±-^ =: D — E X H- F X« 

jy DX3 — CX« + BX — A y j. j^ 

•v/ EX4 — DXS-HCX» — BX-f-A « 

atque ita porro. 
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Inrento autem hoc multiplicatore e^^d x, prius aequationia 
membrum &t fe^^Xdxj ct aequatio proposita, quae est diiferen* 
tialis gradus n, per integrationem reducitur ad hanc uno gradu 
simpliciorem 

/.^'Xa« = e^«CA'y+B'|«!+C'|^+.....^M'^Y 

C r ol 1 ar i u m 1. 

1139- Intagratione ergo hac prima instituta, aequatio pra- 
posita uno gradu deprimitur, ct definitis coefficientibus Af , B^, 
C'', etc. ex superioribus formulis, aequatio integralis hac forma 
exhiberi potest 

e-^V^^«XD:r=A^j/-4-B^?^-^c4^iH^ ^^^^^Zll . 

ax ax^ da:*~* 

Corollarium 2. 

H 40. Cum prius membrum e~^*y c^* X 9 a: sit functio 
jpsius x constantem arbitrariam involvens, si ejus loco ponatm* X^, 
haec aequatio similem formam habet atque ipsa proposita, ideoque 
eadem methodo iterum integrari et ad gradum diflerentialitatis n -^ 2 
reduci potest, quae hujusmodi formam habebit 

X" = A"y + B"^-^C"|i# + -l"'^. 

dx d^ dx*— ^ 

Corollarium 3. 

1141. Hoc modo ulterius progrediendo tandem ad aequatio» 
nem differentialem primi gradus pervenietur 

x(n-i) — A(»- j/ -j- bc^^-oI^, 

quae simili modo ad aequationem finitam XW — aW y reducitur, 
qoa relatio inter ipsas variabiles o? et ^ exprimitur. 
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S c h 1 i i!l. 

1142. Haec igitur est mcthodus hujusmodi acquationcs dif- 
ferentlales altiorum graduum successive per gradus integrandi, ubi 
tot opus cst integrationibus, quoti gradus differcntialis fucrit ipsa 
aequatio proposita. Totum ergo negotium situm cst in inventione 
successiva coefficicniium, quos ex praecedentibus ope raultiplicatoris 
definiri oportct, In genere quidem lex, qua ii continuo ex antecc- 
dcntibus detcrminantur, non ita cst perspicua, ut inde forma intc- 
giabilis cxtremi pcrspici possit ; vcrum quia ex capltc supcrioi i 
novimus^ casu quo primum membrum X evanescit, etiam ultimum 
inlegrale lege satis simplici contineri, ideni hic usu vcnirc mcrito 
suspicamur, camque legem facillimc agnoscemus, si pedctcntim a 
gradibus inferioribus ad altiorcs progrediamur. Ac primo quidera 
ca$u, quo aequatio est difierentialis primi gradus Xz:Ay--f-B^> 
multiplicator erit e^^ 3 ar, posito A — X B m: , ut sit X zz ~ j 
et cum sit A' :zz ^ — B-, integralc crit 

fe'^^ X d o? — B (?^* j/ scu c-^*/c^* Xdx — By. 
Ad banc similiaidincm aequationes graduum altioiTOft crolvamus, ac 
lor.mam iulegralis ultlmi investigemfus. 

P r o b I c m a 14 8. 

■« 
114.1. Proposita ajequalionc difFcrenliali secundi gradus 

pcr dnpliccm integrationem rclationcm inter x tl y invcstigare. 

S o 1 u t i 0. 

Sit c ^ () .r* multiplicator hanc aequailonem pcr se integrabl- 
Ic:v. rtMM.-ns, ont(|Lic A — BX-4-CX^r:0, lum sumatur 

A -^; -B-CX ct B^-^^7-:^:;C, 
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positoque ' , 

tequatio semel mtegrata est 

Huju$ jam multiplicator sit e^^^^x^ eritque A'' — B'' ji=: 0, ac 
statuatur hf^ =: ^' =: B' ; positoque ^— »* «/c*^ * X^ d ar — X^'' habe- 
bimus If/^ziihf^ y^ quae est aequatio bis integrata relationem quae- 
sitam inter or et ^ exprimens. 

Cum igitur hic sit A^^zB^ ct B^iiC, erit A^^^nC. Deinde 
loco h! ct B'' substitutis yaloribus, aequatio h! — B^^jxzir iijduit 
hanc formam 

B — CX — C|jii=; 0, seu B — C (X^|ui) = 0, 

ex qua cum sit X-Hjxrz:^, patet X -4« jui aequari summae bina- 
rum radicum aequationis A — B X -H C X* =: 0. Quoniam igitur X 
ejus una est radix, jm necessario ejus alteram radicem denotat. 
Quare si ex aequatione proposita^ uti in capite praecedente feci-> 
mus^ hanc formemus aequationem A +Bz^Czz = (), ejus 
radices erunt z zn- — X ct z nr — jui. Seu si factores ejus sta- 
tuamus C (a -h ^) (j3 -t* z), litterae aet (3 praebebunt valores Xet fji» 
Hinc cum sit 

X^=:e—««/i5«*Xaa: crit 
X//— -e— P*/6(P — «)*9a:/e««X3ar. At 
/tf{P-*)«aa?/^««Xaa?=jri::^c(P-«)V^«Xda:-j^ 

unde concluditur 

X^^ = ^>-^«V«"Xaa;+j^«-P»/^*Xaar. 

Quocirca aequationis propositae integrale compietum est 

Vol. II. -43 
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ubi litterae a et (3 ita simt capiendae, nt sit 
- A -h B a-f- C « « = C (a-H *) Ph- «). 

Corollarium 1. 

1144. Si bini hi factores smt aequales, sen (3 = a, erit 

ideoque casu 

A -f- B Z-+- C « a = C (ct -♦- a)% 
aequatioiua nostrae integrale est 

C y = «-«•(«/««* X d a: —/««» X « a «). 

Corollarium 2. 

1145. Si bini factores oint imaginarii^ quod eTenit si 
A-hBz-f-Ca« = C (//■+- 2/a cos. # + » z), erit 

a =/(co8. ^ H- 1/— 1. 8in. ^) et 

f3=/(co8. $—.}/— 1. 8in. ^) hinc 

««« = «/*««• • (co8./a: 8in. ^ -t- / -- 1 . sin. /a? sin. 0) et 

«P« — «/*«•'• ♦ (co8./a? sin. — ]/ — . 1 . 8in./a? sin. 0) , atque 

p — an-^2]/— l./»in.^ 

CoroIIarium 3. 

1146. Quo haec faciliu8. 8ubstituere queamus, sit breritaus 
grada 

«/**•*•' = m, co8./« 8in. 9 r ;», et 8in./« sin. r 7, 
ut sit 

. e"'^mp'4-mq'/ — I, et «P» = mf» — m 7 y'— 1. 
Hinc fit 

f^'Xdx-fmpX^X'i-/mqXdlx}/^t et 
/«P*Xda?=/inpXd«--/m7Xax/-l. 



Digitized by 



Google 



CAPUT III. 339 

Tiim Tcro est 



Corollarium 4. 

1147. Ex his oolligtmus 

^tJ^/mgXdx-^i/mgXdac, 

ct sumto >/— 1 ncgativo, :prodit 4^"^*/«^* Xdar, quae forma 
iude subtracta reiinquit 

^iSJ^^/mpXdx^^^=^ 
hocque residuum dividi debet per 

(3 — azn — 2|/ — l./sin. 0. 
Unde integrale colligitur 

Corollarium6. 

1148. Rcstituantur pro m, p, q valorcs assumti, atque 
aequationis nostrae^ si fuerit 

A4-B34^Cz2=:C (//-f- 2fz cos. $-^zz) 
integrale e(it 

quae ergo [expressio aequiTalet illi» si a et (3 valores imaginarios 
obtineant. 

Pr oblema 149. 

1149. Proposita aequatione diiTercntiali tertii gradus 
X=:Aj^-+.B||4-C|§f-hD|i2 

per tripUcem integrationem ejus tntegralc completum inTentrc 
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Sotu ti o 

Fosito mttltiplicatore e^^d x^ debet es8e 
A — BX-f-CX* — DX^ = 0, 
tnm sumatur 

A^=B~CX-hDX*, B^zzC— DX et C'=zD, 

positoque 

Mquatio semel integrata praebet 

Hujus porro multiplicator statuatur e^* d x^ ut sit 

A^ — B^jjL-HCY^=0, 
sumaturque 

A^^=:B^ — C^p. ct B''=zC^, 
et posito 

e— fixy^nx x^ 5 a? = X'''', 
' aequatio secunda integralis est 

CUJU8 multiplicaior erit-«**Da?, sumendo A'''' ~ B'''' >/ r , at poslto 
A'''' zz: B'"', erit aequatio integralis terlia 

quaeri ergo oportet quantitates X, (x> y. Est rero primo 
A — (3X-I-CX*— DX^znO, tiDtt 
B — C (X -F fi), -t- D (X X H- X (X. -+- iJL (Jl) = , 

-«l ob * 

A^=:C — D(X-Hjx) et B'' = D, 

erit terdo . 
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ex qua postrema acqualkate patet, X-+-[JL-f-y aequari summae 
radicum aequationis primae, cujua X est nna i*adix. Quod aulem 
jUL et y sint reliquae radices^ hoc modo ostenditur. Consideretur 
aequatio 

cujus si una radix sit zzii — X^ seu X +2 unus factori dindar 
tur per eum aequatio^ ac prodibit 

D s^ 4- ( C — D X ) 2^ -t- B -f- C X + D X X =: , 

quae cst ipsa aequatio secunda C" :5 « -♦- B'' iS -f- A'' — , cujua 
radices sunt zzn — jx et zzzi — y, seu factores i\L^z) (y •*• z\ 
uti in problemate praecedente ostendimus» Quare si formulae 

, A-+.B;5-hCs'"4-Dz^^ 

factores sint 

D (Ct-H Z) (P ^ Z) (y -4- 2)y 

pro integralt ultimo invenrendo ponatur 

eritque Df/rrX'^^ Verum per reductionera integraliura eSt, uti 
supra vidimus 

hincque porro 

ubi bini postremi termini contrahuntur in 
Quamobrem imegrale quaesitum cst 
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C or ollar i nm 1. 

1160. Si formutae A -^Bz-f--C s* -f-D s' duo factores 
ftiecint aequales, puta yrrfj, erit 

/.P« X^^a ;r = ^-^ «(P-«>V««« X d ar - ^p:L^/eP» X a « 

ideoque integrale hoc casu erit 

_ e-" */g««Xaa?-e -P*/eP* X3a? e-P*a/e^*Xa ar ~e-PyeP*Xa?aa; 

^y- (prr^o^ -^ — ^"^ • 

CoroIIarium 2. 

il5i* Si omnes tres factores alnt aequales, seu a=:|3 = Y; 
crit 

e^' X''' =/e^'' X'' d X =:/d x/d x/e^*Xd X, 8cu 

^ax x^/^ ~ |a: .r/e« X d X — a:/e" X a: d X -H i/e" X a? a:ax, 

unde integrale hoc casu erit 

Dyzr |e-««(cra?/tf««Xaa:— ^ar/e^^Xaraoy-h/^^Xa^xdx), 
seu - 

Dy=: e-^*/B ar/d ar/e" X 3 x. 

5 c h o 1 i n. 

1152. In genetc etiam nulla integralium reductione adbibita 
integrale nostrae aequationis ita exprimi potest, ut sit 

By = e-y^/e(y-^^^ d xfe (P-«)* 3 x/e^»X d x, 
posjto 
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84S 



ubi imprinus notatii dignum occurrit^ quod ternts litteras a, (3, y 
quomodocunque inter se permutare licet, ita ut haec integralis 
expressio sex modis rariari possit. In problemate etiam praece- 
dente» ubi duo tantnm factores occurrunt 

C (*+«) (^-f-z) = A -+.B z -+- C 2% 

aequationis 

integrale completunk ita exhiberi potest 

ac permutatis litteris ct et ^ etiam hoc modo 

Quarum formularum aequaCtas si fiierit perspecta, id quod tentanti 
facile patebit, praecedentium quoque variationem declarat Sit- enim 
e^^^ f^^Xd x^X\ erit pro superiori formula 

Dyzize-y^feiy-^^^dx/e^^^X^dx, 
cui cum aequafis sit ista 

Dyzii^^^fd^-y^^^dxfey^X^dx, 
erit etiam pro X^ valcMre restituto 

Dyzzie—^^^/i^^—y^^dxfe^y—^^^^dx/a^^Xdx, 

quae a prima hoc tantum differt, quod lltterae ^ et Y sunt per« 
mutatae. Quod autem etiam litterae (3 et y cum a permutari 
queant» hoc modo difBcilius ostenditur, ex reductione autem in solu- 
tione adhibita^ atque adeo ex ipsa solutionis indole per se est 
manifestum. 

Froblema 150. 
1163. Proposita aequatione differentiali quarti gradus 
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344 CAPUT ni. 

«umto elemento dx constantej et denotante X ftincfKNMm ^am* 
cunque ipsius x^ ejus integrale investigare. 

S 1 u t i o. 

In subsidlum vocetur formula algebraica ex aequatione propo- 
sita facile formanda 

A-t-Bz-+-C zzH-Dz^ -f-Ez*n:P, 

quae in factores suos simplices resolvatur, ut sit 

P rz: E (a ^- z) (j3-+^z) (y H-z)(5-^55), 

et multiplicator .aequafionem ;no$trara integrabilem reddens erit e^^dx^ 
sumendo X aequali uni litterarum a, |3, y, 5; sumatur ergo Xra, 
ut sit multipUcator e^^^^x^ Atque posito £~^^ye^^Xd x =iX^^ 
aequatio semei integrata erit 

ubi A'', B^, C', D'' ita determinantur-^ ut sit * 

^ ^^ ^ ^ > ^ S3 >^ 5? 9 

seu 

yel euam 

A= A'ct, Brz:B^a-+-A^ C=zC'a-hB^ D = D^a-+-C'. 
£x quil^us determinationibus liquet, si ponatur 

hanc formulam Q nasci ex formula P, si haec per cl^z diTida* 
tur, ita ut sit 

Qzi:-|^zz:E(p-Hs) ( y -*- ^) (5 h- z). 

Eodem ergo modo secundam integrationem iristituamus ope multipli* 
i:atoris eP* 3 07, et posito 
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crit «equfttto integrafis 

coefficientibus .V, B^% C'^ ita suratis, ut sit 

A" -*- B- z -H C- z» rn («-:p^;(p:i:r) = ^ (y -.- z) (5 -^ z). 
Hinc porro ope muliiplicatoris e^'dx integrandu, « ponamus 
e— '^ */ «'^* X'' a X = X''^ invenieraus 

X'^^ = A^'^y-+-B'''|^, 
existcnte 

K'" 4- B- z = jj_5^^^-^ = E (5 .. .). 
Ac tandem ope multiplicatoris e^^dx^ posita forma 

integrale ultimum reperitur 

X//// _ A''//' y existentc A"'''^ = E. 
llaee igitur omnia colligendo^ integrale quaesitum erit 

qu»e cxpressio jam sine ttUis ambagibus cx resolutione formac prui- 
cipalis 

Pz=A-f.B2-f.Cz*4-Dz»-hE«\ 

in factores scilicet 

P = E (a ^ z) (p -4- s) (V -4- 3) (5 4 3) , 

eon6ci potest^ ubi notandum quomodocunquc ordo tuterarom a, (9, V» 5 
permutctur, pro £ y SQ^mper eundcm valoicm pi odire dt:bcrc. 

Corollarium 4. 

1154. Cam aii X^;;i#-"**/^X9!x^ crit oti )am i»&i»im- 
IrA. II 4 4 
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seu 

Corollariun 2> 
1165. Porro ob X''^ — c- 'V */ «"y * X^' 3 ar, erit simiR modo 
reductioneni jnstituendo 

g_^xr^«xxaa? , «-'V^/e-Y^Xaar 
"^ (tj — aMY — a) (hJ — a) (a — :v) 

g— p X i^p X x_a« ^z21££!—^-— 
■^ (a — p) ( V — p) "** <« - P> (P - r) ' 

quae redocitur ad hanc rormaa> 

g- «X y g«x X a a; e- ?*fe^' Xdx «!->«/« 'l" X 3 ar 



""(p — a)(V — a)^(« — (a)(Y— ^) Ca-Y)(|3— Y) 

Corollarium 3. 

1166. Hinc simili modo evolvitur valor X^^^\ ubi quidem 
wfficeret primum membrura eruisse, quippe ex quo ob pemutabili- 
tatem reliqua sponte formantur- Hoc modo integrale nostrae aequa- 
tionis reperietur hac forma expressum 

^ 2/ — (|3— ..a)XY— a) (5 — a) ^ (a - f3) (y — (i) (6 — p) 

^ (a ~ V) (f3 — V) (5 — 7) '^ i% — 5) (^ ~ ^) (V — ^)' 

S c h o 1 i n. 

1157. Si dttae pluresve radices sint aequales vel imagina- 
liae, mtegralia inventa transf^rtnatioMm postttlaniry quam deinceps 
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investjgabimtts. Atqae haec postrema quidem rorma magls apta 
vidctur^ unde transformationes repetantur. Ita pro factorum aequa- 
litate si sit SmY^ bina postrema membra tanfura reductionem 
postulattt, ad quam invenicndam ponatur Sz^y '^ (a, et penulti- 

mum membrum erit ~ — ;- ; pro ultimo autem no- 

iii (a — 7) <p — v> 
taadum est^ esse 

T 

hincque 






T ^_ f j cu (a 7 — a — P ) 1 

(a-^)(P-0~(«-7)((5~7)*^Ca-7)'CP-'y)«' ""^^ 

i 1 a/y^g p 

1«-^) \.&-S) (7-0 «(a~7)CP--7) "T-Ca-7;MP-7j*' 

Tum vero pro numeratore erit 

^~jx_^^7*(i 4-«^)^ et «*'=:eT^*(l — oj», 
ideoque 

— we-^V^/e^y^Xaydrr, 

atque hinc bina i&ltima membra ob terminos per o) divisM se de- 

struentes, abeunt iu hanc formam 

(^yy^ct^ii^e-y ^ fey^ Xdx e-y»x'rey'Xdx^e-y^fey»Xxdx 

(a - Vy (f3--v7 ^ (« - V)(|i-V) 

quae expressio etiam ex priori forma e1icitm\ Eodem modo pro* 
blema in genere resolvi potest. 

P r obl em a 16i. 

115 8. Proposita aequatione difTercntlali cujuscunque gradus 

somto elemento d x constante ^ et denotante X fuvctionem quam^ 
conque ipsiua x^ ejua integrak ifltTesugariL 
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S o I a t i o. 



Formetur ex hac aequfttione formula algebraica 

A-f-B«-f-Ca'-f-0»'-f- -♦-N»«=P» 

quae in factorcs sirapliccs resolvatur^ ut sit 

P z= N (a -h z) (^ -{- z) (y -^- z) (y-t-zy, 

quorum numcrus est n. Quodsi jam simili modo pcr singulas inte- 
graliones continuo progrediamur, tandem ad hanc aequutionera tnte- 
gralem extremam perveniemus 

seu cum factores inter se permutare liceat, erit etiam 

Nyre-«*/eC«-P)«aa:/cCP-'V)*aa7/ /^('^-''^'dx/e^^^Xdx. 

Haec vero expressio per similes reductiones^ qoibus snpra sumus 
usi, in sequentes partes resolvi potest, ad quas commodius reprae- 
sentandas sit brevitatis gratia 

(^— a) (V — a) (5— a) (y — a) =: a^^ 

(a-p)(v--p)(5 — ^ (^ — f3) = |y. 



ia — k)(|3 — v)(Y--v) (jx— -K^rz:/, hincquc erit 

N y = ^ e- «*/««« X d X -f- -^- e-^*fe^* Xd x 

-^-^.e-y^fey^xdx-h -hp^«-*V«"xaa:. 

Nc «uteiti opus wt ad valores a\ (3', y% ele. inveniendos, tot 
factores in se invicem multiplicare , cum sit 
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cvidens est» hanc formulam praebere valorem ol^ st lo e» sUtti»» 

P 

tur 3 zi:2 «- * a ; bbc autein casa fractiontt ^ , ^ — r tam numefator, 
quam dcmnninator evanescit, cx quo ejus yalor cril jj-jj- Q»ana! 
cuni sit 

P :zz: A 4- B 2 -f- C s* ^j- D s^ H- . . . . -f^ N z*», erit 
l^ ~ B ^- 2 C 3 -+. 3 D s^ ^- . . . . 4.nNd*"-\ 

quae expressio vocetur Q, undc patet forc 
a! zz.^ posito zzzL — a, 
^ — ^ posito % — — |3 » 
Y — % posito z—^y^ 
etc. 

Vcl cum his valoribus substitutis aequatio intcgralis pcr N dividi 

queat , scqueutes valoros colllgantur 

B-^2CaH-3Da^— 4Ea^ :twNa«~'~a, 

B— 2C|3+3D|3^-. 4Ep^ ±:nN(3« — "=:S5, 

B — 2 C y H- 3 D y* •- 4 E Y^ . . : . . . it w N 7^»— " = €, 



B— 2Zv ^ 3Dk^— 4Ek^ HH^^N >/* — '=: SR, 

quibus constitutis erit integrale quaesitum 

y-J-e~«V^"Xda:-H^e-P«/c?«.Xda:4-ic->*/tfl^*Xa:c4-etc. 
quoad omnes faclores fuerint in computum ducti« 

Corollartum 1« 
1159. Cum sit 
. 4^=^5-1 (3r=:5' V'^r, etc. ctit 



« = Na% ©r=:N.p<,.€tr.Ny, «tc 
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Hinc ob 

5t r=~^ posHo z = — a, 

• ^=^ P°sito a = — p, 
. p 

et ita porro. 



^ = ~- poaito z = ~ y. 



Corollarium 3. 
1160. Regula ergo hujus aequationis propositae 

jntegrale completum inveniendi ita se habet. Formetur inde for- 
mula algebraica haec 

A+B3-f-C25*-+-Dz5+ + Nz»rzP, 

cujus quaerantm- omnes factores simpUces, qui aint 

rt-f-s, P + z, y + Zf 5-j-z, etc. 
quorum multitudo numero n est aequalis, tum pro singulis hii 
factoribus sequentes quantitates constantes definiantur Stj S3, QT^ S), 
etc. nt ait 

$( = j~j posito zz^ — a, seu 

9(r:B — 2 C a-H 3 Da*— 4 Ect* . . . . ^nNa"-*', 
S5 — ■a'+i posito z — — (3, seu 

S3= B — 2 C p .f. 3 D/3*— 4 E|3' . . . . ± n Np»-«, 
€ = ;^ poaito «=:— y, seu 

€ = B — «Cy-f-3Dv»-.4EV*..-H:nN*y*~S 
Us omiiibat iarenti« crit iotegrale ^tta^shui» 
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qime forma tot constal partibus, quot fuerint factores «Ittiplrces ia 
forvittia P. » 

CoroIIarium 3* 

it6t. Cuin hoc modo integrale tot constet partibus^ quoti 
orcitnis cst acquatio diflerentialis proposita, et una quaeque pars 
per integrationem unam invehat constantem arbitrariam ; manifestum 
est integrale ope Lujus regulae inventum fore completum^ 

Sch li oii. 

1162. Integraiio ergo hujusmodi aequationum differentialium 
nulfa amplius laborat difHcuItate, si modo formulae illius algebrai- 
cae P omnes factores simplices, seu quod eodem redit, hujua aeiqua* 
tionis nlgebraicae 

A + Bz-t-Cz* ^Dz^^^- . . • . , . 4-Nz*=: 0, 

omnes radices numero n assignarl queant. Hic vero duplicis ge<* 
neris casus occurrunt, quibus haec integratlo veheraenter impeditur, 
quando sciKcet vel duo pluresve eorum factorum simpTicium rnier 
se fiunt aequales^ vei imaginarii, quo quidem posteriori casu hoc 
tantum incommodi accedit, quod partes quaepiam integralia inventi 
imaginaria involvant, quae autem facta reductione se mutuo destruunt. 
Priori vero casu partes ex factonbus aequalibus oriundae adeo fiunt 
infinitacy sed ita diversis signis aSectae^ ut conjunctim nihilomintat 
quantitatem finitam referant, cujus valorem nonnisi per plureS am- 
bnges elicefe Ilcet, ubi probe notandum est, utroque casu inven* 
tionem- relicjiiai^vm iiylegcali^ partium, quae factoribus inaeqiiaKbus 
conyeniunty neutiquam hinc turbari. Mechodum autem huic HjA 
accommodatam in sequenti proItleAi||0< ^^jni(li$s^ci. 
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Pr ble iQft 162-. 
1163. Proposita aequatioae differenUali cujuscunqiK gradua 

^i torma algebraica inde facta 

P — A H- B «4- C z^ ^- D s^ -I- E z^ 4- . . . . . . ^ N z* 

duoa pluresre factores simplices inter se habeat aequales, partcm 
integralis inde oriundam investigare. 

S o 1 u t i o. 

Sint primo duo factores a + z et ^ -H z inter se aequalea, 
•eu fi zn a, reliquus vero factor formae P sit i::^ Q^ ut habeatur 

P zz: (a -4- s) (j3 -4- z) Q r= (a H- z) ^i , 

posito autem ^rr — a, abeat Q m £. Jam initio sattem litterae 
a et p ut diversae spectentur, excepta quantitate ^ quae utrinque 
sit eadem, atque pro blnis integralis partibus ex his binis factori^^ 
bus oriundis habebimus 

a=i((3— .a)e et S3zz:(a — p)€- 

iPartes autem integralis inde oriundae littera v designentur» ut sit 

unde differentiando colliglmus 

•d hanc addatur prior per ^dx multipncata, fietque 

(P— a)eat/-+-(fJ — a)€Pi/dar = (p — a)«-«*ax/e««Xdx, 

quae per p — a divisa^ etper ^*' maltiplacata., ob ^=;a» iata* 
gr«le praebet 
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Quoctrca loo» iHnani» partium «x factoribus jif qiulitvf a-^» tt 
^-\- » orkindaraai scribi oportet banc Ibrmulam 

ubi C oritur cx foma /5j."rji posito 2~— «. 

Ponamus jam fonxnilam P trcs habere factores simpliccs acqaa* 
les, ut sit ^3tH- s zrpH- s z:: y H- z, quosquldem initio ut diver- 
aos spcctemus. 

PoDamus ci'go P rz: (a -f- «) {^ -^ z) {y -^ z)Q ^ irt>eatquc ^ 
9}> posito z ~ — a» ac pro integralis partibus tiabeblmfus 

gt=:(P-.a)(Y-«)3», © = <flt-p)(v -p) 9», 

€ zz: (a — v) (^ — V) SK- 

Hinc 8i sutpmam trium integralis parliumi qnam quaerimus, littera v 
denotemus, crit 

_ g-«*/e««Xa a? e- P»/eP»Xaa? flll/illi.^ 

^''■~03-a)(v-"5~^(«-p)(V-(3)"^(«-V)(P-^V)' 
Cum nunc sit 

c?r:i.«)(7 — «) +- c« — ^K7 — ^j -+- (a - y)(f^ ^ ^ • 
erit dinerentiando 

^^ — — ftg"**/^''*^ ^^ pe-^'fe^*Xd x ye-^^fe^^Xd* 
Tx — <^-«)(Y-a)~ (a-p)(Y-(3y ~<a-.Y)<f3~v) ' 
ad quam &i prlma per a multiplicata addatur, fit 



Ada; / Y— P i^ — ' Y 



: — 1_ -^ — — 

Y-p . 

Maec aequatio denuo diifercntictur, ut prodcat 

Uar*"^darV"~ Y-/3- S-y 



Y -|3- ^— Y 

Tot II. * 4& 
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ad tjuanr'' ilf» -pet' [5 r± « moUipKcata, si additiir, britor 

unde jam omnia incommodrt ?unt sublat*. Multiplicetur nunc per 
«•*d.r, et integratio dabit 

quac pcr 3 ar multlpTicata denuo fit integrabilis, proditqufe 

Quocirca. si forma P factorem habeat cubicum (an-s)', quaeratur 
quantitas SDl^ ut git 

ct integraliS pars hinc oriunda erit 

Siraili modo si formula P quatuor habeat factores aequales, ut sit 
P=:(a-+-ayQ^ capiatur 3)1 rz: ^-^J;^ seu 2W:=Q, positoz^-a, 
ct integralis pars inde nata erit 

^e-^^^^Jdxfdxfd xfe^^^Xdx: 

sicque ctiam casus, quibus formula P adhuc plures habet factores 
xiequales, facile rcsolventur. 

NqIo. Totft haec solutio est vitiostt, propterea quod licet quantitatee a^ P> /y» «tc. 
qiuae ponuntur acquales, ut dirersae spectentury tomcn pro singulis inembris 
quantitas ^ eundem valorem rctinere assumitur. Quodsi enim littcrae a, p^ 7, 
ctc. infinite parum a se invicem discreparc concipiantur , etiam in valorlbus lit. 
tera W indicatis difFercntiam inlinite parvam agnoscere oportet, unde cum singulae 
partes integralis fiant infinitac^ iisque evolutis membra inlinita sc mutuo tollant, 
ex diHerentiia infinite parvis litterae $ft partes quoque finLtae cmci^nt. Cor. 
rectionem horum errorum petere licet ex scq. Probl. \S\, dum factores aequa. 
les in aequationem pe6nliarem conjictimtur. Malui tmtem htmc corrcctionis labo. 
rem industriae lectorum i^iinquerei quam hoc opus a tiUi errore liberare, 
saepe enim plus prodcst crrores^ in quos etiam exercitftis incidere contingit, 
^ conservari, quo melius h«rum rerum atudiosi addis^aqt^ quaatt circumspection* 
caveodum ait^ ne in rati4>cinaiido hallu^nemur. 
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Q o r.-^ 1 1 1| r i u nv . t^, 

, j i,6^._ Nojtatu hic omniwo e^t^dignura, qnpd^hae .fonnulae 
-. dt\\-\- Oivd a:^ d dv -+-2 OL d.a: d v, ;4- ct^. v cL^^, 

ct In ecnere haec 

. i I. a , I. a. 3, 

fii $emel pcr «**. multiplicentur, successive tofkfs intcgrationciQ acK* 
nuMftnt,. quot nniUtes eontinet index n, ita lat pestremmn inte^Oarii 

sit ^" *. . . . . . : 

Coroilarium 2. 

• «• ii65. Ratio autem hujus phaenomem rade est manifesta, 
quod si formula e^^v continuo difierentictur , sumto elemento d^r 
constaote, fqrmulae illae diffeiontiales pcr e^^ multiplicatae prodcan^ 
ita ut sit 

Corollarium 3^ 

il66. Acquc memoratu dignum est altcrum phaenomenum, 
^uod solutio Jsta .nobi$ oif^trt ; somtis sciiicet oumeris quibuscunquc 
a, (3, y, 5, clc. sequcntes aequalitatcs sempcr locum habere^ 

« _, f- _, t ^^ _ 



(a-|JX«-V)(«-ff> ■^(^-aHiu>)-Xp~5)-^('y-flj(<)'-P>,'y-5"). '"(«-|iX?-»JX«~^) 
quotcunque numeri hoc raodo caplaHlur. 



;r.-0. 
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CorallariQm 4. 
H67. Si fermuU F in factores tiinpnces reMlnta poafttur 

P=:N((t4-»)((3-4-»)(V-»-^) - (pL-h«)(i^-4-»5.- 

expressto integralis prii» mreiita (tlSSO QWi^ ^^ 

Nyr^-*/e(«--^)*dar/€(^-^)«dx/f(>^»d4r fe(f^-^>^fe^'XBjc, 

ob factores aequales nuUa implicatur diflScultatey forma autem po* 
sterior, qua integi*ale in partes ex aingulis factorlbus ortas distri- 
butum exhibetur, et quae ad usum multo magis acuommodata ticU. 
turj eo dilEcUiori egebat evolutione. 

S c h o H n. 

1 1 6 S. Phaenomenum Corollario 3. obserratum eo majorem 
stteotionem meretur, quod etiam ad Arithmeticam Tulgarem trans- 
ferri potest, uIm usu adeo insigni non cariturum videturi praectpue 
quod ejus demonstratio minime sit obviai sed ex profundioribus 
Analj^seos penetralibtM repeti debeat, ex quo haud alienum fore arbi- 
tror, si huic insigni Theoremati arithmetico hic locum concedam, 
idque eo magis^ quod solutio problematis hic exposita sine demoo* 
itratione istios Theorematis minime foret perfecta. 

Theorema Arithmettcnm« 

H69. Si habeantur numeri quotcunque a, b^ c, dj etc. ex 
Saqoe dum a quolibet singuU reliqui subtrahantur, ibrmentur sequen* 
lia producta 

(a — 6)(a — c)(a — d) (a — e)ete, =« 
(» — a) (6 ~ O (* — ^ (* — €) etc. z= S5 
<r — a) (c — 6) (c — rf) (^ — s) etc. =: € 
id -^a^id^ b) id — c) (if ^ s) elc. =L ^ 

tlc. 
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•eiB{>er kdbeUtur 

Demonstratio. 

Comideretnr secandttm prinoipia ia Imroductione Ad AnAl/tm 
iofinitorttm tradita haec fractio 

• % 

<s — aj ^» — 6) (s — c) ^»— rf> ere. • 

ubi Z denotet ejusmodt fttnctionem rationalem integram ij^sina s, in 
qua anmma potestas ipsius z minor sit numero factorum denomi- 
.natoris; haecque fractio resolv! poterit in has fvactione» simplices» 
4)ttibu« ea junctim sumtis sil aequalis^ scililet 

Ad quam resolutionem sumamus illum numeratorem Z =: z*, existente n 
numero integro minore quam denominator continei factores^ atque 
hi Dumeratores ita definiuntur, ut sit 



B — 
C=: 



d^ 



(a — t) (a — c> (a — 
b* 


- d) ctc. 


(6 — a) (6 -— c) <Jb — 
c* 


d) etc. 



ic — a)ie -- b) (c — d) ctc* 
etc^ 



C^utt igitur istae fractiones negatire sumtae nempe 

ad firactionem propositam adjectae in nihiium abeant^ si s sit name« 
romrn propositorum a^ bj c^ d^ ete. ultimas, qtionnn ad«p anlti» 
tiido jMj«r eft ^m i% H^ 1 » popalur 
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(a — h) (a — r) (a — d) , . . 
(b — a)(b — c), (b -- d) ... . 
<c — . o) (c — b) (fi — d) .. ■. , 
id — a)(d^ b) id — c) - . _. 

etc. 
' <«■ — - a) (z — S») (s — c) , - 



(rt — a):±:*» 
(6 — s) — ® 
(c — z) =: C 
( J — s) = S 



. -. •»* 



ut fractto proposita sit 



3 



Atque hiiao perspicuum est, ^wramani 



omnium harum fractionum esse / 

^» 6« c" ri^ , z* 

dum sit n -f- 1 minor num^ro terminorum • Sumto trgo nz:zz 
oritur casus Tiieoremati&. 



CorollAriuml. 

1170. Haec si transferantup ad numeros S(, SBi C, etc. 
tupra (11 6 0«) <lefinitos» ubi aliquod leve di&crimea xa factorum 
constitatione probe est notandum, intelligetur esse • 





I 


■+- 


I 


•^r 


+S- 


-f-ete. 


_ 





— 


a 

¥ 


> 


P 






— etc. 


— 





-f- 


a» 
« 
a3 


+ 


P» 


-+- c 
•y» 


4-^' 


4- etc. 


^ 


d 


' — 


M 


^"~ 


» 


e 


» 


— etc. 


— 


: 



etc. 



donec peryeniatur ad liaiic formaih 

^ ^n—i Rn—i yn~. Jn^, 

cujus ^umma nQn ampiiua est e^iMsbctia; sed «eqilaii^flrtctfafld ^. 



etc* 
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' » C r 1 1 a ri a ra ^. ' 

1171.^ Hoc etiam ex evolutione formac in Theoremate adhi- 
bitae colligere. licet ; etenim si ea statuatur 



(z — a)iz — b)iz — c) (^z — y}' 

exTStente omnium liUerai'um a^ b^ c^ etc. numero nn/i, qtwa hic 
numerator z^ ^ tot habet dimensiones^ quot sunt factores in deno- 
minatore, pars integra in hac fractione contenta est unitas ; quae 
etiam facta resolutione conseryatur, et in appiicatione ad casum 
memoratum abit in ^. 

S c h o 1 i n. 

1172. Post hujus Tbeorematis demonstrationem demum clare 
a postcriori ostcndi potest, quemadmodum integrale supra (1160.) 
cAhibitum aequationi diiTerentiali ibidem propositae satisfaciat. No» 
tatis enlm expressionibus §. 1170, cum supra inyenerimus integrale 

y —^ e-«*/e«* X a :r + 4 e-^^fe^' Xdx-^ etc. 
erit continuo differentiando 

||,^ = ^ .- «*/e«* X 3 or -h ^ .-P*/«P« X a ar -h etc. 

ctc. 

usque ad 

^-^.=±-5r-«-"/'f"Xa^±:tl--,«-P«/*P«xaar-+^#tc. 
unde sequens forma differentialis resukat 
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96 1 CAPUT flt 

^? ^ qi ^ tf- «'/e*« X d^ T- ~ «—^*/*'** X d jc ::;' «tc. 

cTUod postrcinura membrum abit in ^ X. • 

Si jam oranes lia« formae sin^ulatim muUiplicentur pcr <]uan* 
tilates A, B, C,D N, quoniam est 

A_Ba-f-Ca-— Da^-h . • . . . nPNa''—©, 
A — B(3-i cp^— D(3^4- ^PNp^rz: 0, 

propterea quod aH-s, |3-f-s, Y "^" ^» ^^^' ^^"' factores foi*mae 
A ^^ B z -f- C 5^ -f- D s^ 4- • . . . , 4- N s», 

manifesto obtinebimus 

quae cst ipsa acquaiio diflcrentialis initio proposita. 



P r o b t e m a 153* 
H73. Proposita acquatione difFcrentiali cujuscanque gradtia 

•i expresslo algebraica hinc formata 

P ~ A -f. B z ^- C £* ^- D :j^ 4- N s* 

duos habcat factores simpHces imngiaarios factore dnptici 

//-f* y/ » cos. -f^ ^ s contcntos , inreitigare partes intrgralis h!a!8 

oriundas. 
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S 1 u t 4 0. 

Sint a-\-z et ^-f-z hi duo factores iiiuigtQarii, ut sit 
« =/(co8. ^ -+. / — i . sin. #) et p =:/(co8. ^ — / — i . sin. #), ob 

(a 4- 3) (|3 + ») =//-+- 2/« C08. tf -4- s «, 
ac statuatur P =: (//-1- 2/a co8.^ -+- z «) Q, existcnte 

Cum igitur integralis partes ex Unis illis factoribus simplicibus ima- 
ginariis ortae sint 

^«-«'^/«"'Xaar-hg-^^PV^^Xdar—t/, 

hos yalores imaginarios ad realitatem perduei oportet. £runt autem 
tl et iO quantitates ima^nariae reankaates ex forma 

(/cos. ^H^-/ — l./sin. ^ -j- z) Q, 
ai loco z scribatur 

— /cos. ^ / — 1 ./sin ^ 
At facta hac substitutione fit 
Q = A" — BVcos. 6 -h Cffcos, 2J — Xy f^ cos. 3 ^ + ete. 

H=/--i.BVMn.tf±>/-.l .G05^rin.2^T>/.-l .D'/»cos.3d±etc. 
Ponamus brcvitatis gratia 

Af — B^/cos. -f- C^jycos. 2 4 — D"/^ cos. 3 -f- etc. = 2W et 
- Wf sin. d-hC^^sin.2 ^ ^ D'/^ gin. 3 « -hetc. =9^, 

ut sit Q = SW±: Ji / — 1 , ubi «ignorum ambignorum superius valet 
pro litteris a et 9(, inferius pro litteris ^ et ^ Hinc ergo erit 

«=: — 2/^ t./«io.^(9l-f:W/— 1) et 
«=:H-2/-i./,in.n«-3l/-0. . 
ideoque 

Voh n. 46 



Digitized by 



Google 



^7 CAPUT lli. 

JSst vero . 

««« =r «/««»*• • [C08. (Jx sla. d) -y / — 1 . sin. (Jx «in, ^)] ct 
gP« —. g/*co<. # ^co». (/"x sln.^) — >/•— 1 . «in^ ifx sin. ^)]. 

Sit brevitatis gratia angulus f x sin. ^ = erit 

2/— l.v(9|n?PH-9^ S)^)/8in. =i 

- («W-9^/- 1 ) c--^*<'<'*-*(cos.<|)-/- 1 .«in.<I))/e/*«»'Xaa:(co8.C|)-(-/- 1 .«in'(|)) 

- («Dl+S'?/- i ) c-/«''««(cos.(I)+/- 1 .8in.<p)/c/*''«-«Xaa7(co8.(|)-/- 1 .«in.cj)) 
=/.— /**w«2/— 1 .(!0l8in.(|)-hSlico8.(|))/e^*"* 'Xaa:co8.(|) 
_g— /xcoj.tfj /— l.(s!»co8.(|) — fj8in.(j|))/tf/*''"*Xa«8in.(P. 
Quocirca habebimus integralis partem quaesitam 

( -J-e—/ *"»»•* (!»8in (|)-f.5lco8. ({))/«/*''''*• *Xda;c08.(|)) 
_ \ — e— /«<''»*-*(?DJco8.(J) — S|^8in.(J))/'c/*"»-*Xaa?8in.i} 



V 



C3)lSro-h3^S>?)/sin.^ 
cxistente (J)~/5csin.^. 



Corollarium 1. 

1174. Praecipuum igitur opus hic connstit in inventione for- 
mulae imaginariae 'SH-^-^yf — 1, quae cplligi debet cx quantitatc Q, 
dnm loco z scribitnr valor imaginarius 

— /(co8. ^ -j- / ^ 1 . sin. $) , 
iwd« hoc comfiodi nascitur, ut loco s* scribt oporteat 

(— /)' (co8. n ^ -f- / -T- t . tiu. n $)^ 

; Corol l,a r iu.m 9. 

UT6. Cum 8it Q= yy^,^/co,.»H-.» » «»*•» « «>•« «>'- 
■M pcr «andeai sabttHvUonem ibmttla imaginaria !Pt -f- S? / — 1 
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CfAPfff ^ltl. 36^ 

iaraiiri potest^ ubi autem not^i^m e6t,*hac iubstitntione tam nnma^ 
ratorem P quam denominatorem evanescere. £x quo manifestmn 
est^ Talorem istius formulae rilcr obtjnart a ,lMe finu:tione * ' 

' • Q%:5o41aaE.ii%Bfc-, 3. ^ r^ . jm t . , .; 

1176. Quoniam igitur est '' •' ^ < '; - '»at.: »^"- 

|^zi:B + 2CzH--'3 D ^* ^. 4 E a^ -4- • r'! n N is'» — !# 

•l stat«iamu9 ' r:.. :? 

f> =: B — 2 C/C08. $ -^S D/* cos. 2^—4 E/» cos. 3 $'■. T'/: 
H:^nN/»-"'co8. (n~ l)^, i:; . 

CL = — 2C/«m ^H- 3D/'8in. 2 ^ — 4E/« «in. 3 ^ . . . . 

±nN/» — '8in.(n--0*. 
ut facta substitutione fiat 

habebimus 
ideoque 



— — Q „♦ «o — __» 



^ = r7^ «t gj = I7 



«•».#• 



Coroliarium 4. 

1177. Immediate ergo ex quantitate P.indeque derivatis ^ 
et jQ, posito /o; 8in. (I ='(P, integralls pars ex factore duplid 
// -f- 2 /z C08. $ -\- zz jaata erit expressa 

^e-^fxct.t C (^co8.0-.CL8Jn.0)/e-^*««*Xda:co«»4) 



v: 



^^-hCLOt (+ (<3|>8in.0+CLco«,C|))/^« 



"«•Xd«co«»^ ^ 
«/•»•/ Xa^sixi.^).) 
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S cli 1 i o «. 

11 71« Qpnte— qq» ergo tunm. 

P ~ A H- B « -+. C«* 4- D »^ 4- ctc. 

kabocfk fcetorw dopKcM» pro stogaUs ope horum pr aee e^ofu» 
firtet ial^ralit fkcOe JeiiMluntwr^ ct qmm hine inyentio pnrtium, 
fii<»bM conTcniunt, atve ii sint inacquales, non 
partibua in unam suramam conjectia habebitur 
integralle cdiuptetum aequationis diffcrentialia propositac. Verum 
haec pracccpta non sufBciunt» si factorum dupliciuro bini 
re intcr so fWerint acqualca ; hujusmodi cnim casus pectiliarcm 
etigunt CToIutioncm similcm ejuS| qua pro casu duorum phiriumve 
factorum simplicium inter se aequalium sum usus. Nc autem hanc 
tractionem nhnis protraham, aufBciet casum pro duobus factoribua 
^uplicibus intcr sc aequtfibus CTolTissCy cum indc mcthodua ad pla« 
rcs facilc cxtcndatur. 

Problcma 1S4. 
H79* Pr<}posiu aequationc differcntiali cii(^ttscunqne gtadus 

si cxprcssio algebraica indc formata 

FrzA^Bz-hCz^H-Dz^^ -^N»* 

habcat factorcm dupiicem quadratum 

partem intcgralia ci conToaieiitem iaTceligarc. 

S o I u t i o. 
Ponamua ergo Prr:(/*/-4-2/»cos,i 4- «z)*Q, aitqiie 
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•c f risMi iQiagiBavia non curantes stetnaniuf 

<t :iz/(to», f -f- ]/ — 1 . sin. ^) et 

' ^=/(co». d — y — 1 . 8in. ^), 

ut slt 

P=:(a-4-»)'((3H-»)*Q. 

Jam ex iis quae supra (ll6d.)de binis factoribus slniplicibus aequa- 
Ubus docuimus, ponamus formam 

(S^IO'— ^^"*)*^» P**^* a= — a, abire in Si, 
at banc fbrmain 

(^-^ = («-4-2)*Q, posito zzz: — f3, in », 

qnibus quantitatibus % et Sb inventis, ibi ostendi fore integralis 
partes hinc oriundas 

quas, cum jam imaginaria involvant, ad realitatem rcduci oportet. 
Faciamus ut in problemate praecedente 

3)1 = A' — B'/co8. $ -h C^/« co«. 2 ^ — D'/9 cos. 3 # -|- etc. 

S"^ = — BV»in. ^ -4-C^/«»in.2 d — I)"/» ein. 3 ^-f-etc. 

nt quantitas Q, posito z i= — a = — /(coa. ^ -f- / — 1 . •!«. ^), 
abeat in «BJ -f. f)l^ / — i, at posito 

« = — P =: — /*(co8. ^ — / — i . «in. ^), 

in «— 5^}/— I. 

Cum jam sit ((3 ~ «)« = (— 2 y^ i ,fun,$y = -> 4//8in. #% 
cni qnoque (a — ^)' aequatnr^ erit 

« = - 4//8in. #' (!R 4-3^ |/ — 1) et 
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ideoque ' - 

At posito ya;sin. ^ = <|)> est ut vidimus : 

^« * __ gfxcoi. t ^cos. -+-)/ — 1 . sin. 0), 

<-«* = «--^*"'-*(co8.(|) — /— 1 .sin.<I>), » 

«P» -- g/« w. tf ^cog, (p — i/ — 1 . sin. 0), 

e- P* = e-f"">'- * (cos. -+^ /— 1 . sin. (p), 
unde ilUus aequationis alterum membrnm abit in 
^^/«c«.« j-5jjjcos.(|)— 9(?8in.Cj>— SJl/— 1 . cos.<J)~1^|/— 1 .8ia.(P] 

X/^ * / ^"'^' "** * X a o; (cos. -t- /-. 1 . sin. (f)) 
-♦-«-/««>»•• [501 cos. -. gf^ sin. <J) -f- 9^ /-. 1 . C08. (|) + SDJ /— 1 . 8 in. (pl 

X /3 a;/e/* ««• « X a a? (cos. (f) — /— 1 . sin, <|)), 

. ubi partes imaginariae sponte se destruunt, ita nt obttneatur 

r — «-/«"»•* (S|)lcos.(|) — 9fi8in.(|))/aa?/c/*««-«Xaa:co8.(p) 
__ {^e-/*^"^-» (!)^cos.(|)+ !!?tsin.<[))/9ar/g-^*«"»^-»xaa?sin.<|)> 
*'"" . 2 (3)1 3» -f§t f)l)f/ 6m, $^ 

seu hoc modo 

— g— /«w.t j-t-(!incos.<|)-Sl^sin.([))/aVg-^*'»^-*Xa;ccos.0^ 

''^i^^^^^i^siS^inr^u^snsin.^ 

quae expressiu ab imaginariis penitns est liberata. 

Nota. Etitim haec colatio intigni correcUone indi{et diligentiae lectorain r«li«fau 

Corollarium 1. 

1180. Quoniam formula imaginaria ^-i^ffl^[ — 1 nasct* 
tur cx quantitatc Qi si loco z icribatur • " ' -• 
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CAPUT IIL **T 

i— /(coi. $ + ]/— 1 . 8jn. $)i 

eftdem positione quoque reperietur ex forma 

p 

Terum hic tam numerator quam denominator prodit evanescena. 

Corollarium 2. 

1 1 8 1 * Orietur ergo quoque idem valor ex formula 

^ dp ^__ 

^dz If^cos, d 4-// « (i -h « cos. d*) -+- 3/« »c«s. ^H-»^] » 

ubi cum idem incommodum denuo recurrat, orietur quoque «x hftc 
foi*mula 

3dp 

49 z* [//(i -ha cof. tf»)H-6/«cos. d -f-5 »»] " 

Corollarium 3. 

* 1182« Statuatur hic primo in denominatore 

ziz: — /* (008.^4- /— i ♦sin. $) 

fietque haec formula 
— aap 

8//d»»5iii.l»* 

Deinde cum ait 

ponamus breTltatis gratia 

^=C— 3D/co8.^^6E^co8.2a— .'.'..±--7~^N/«-*co8.(n-2)^, 
£i= — 3 D/8in. $^ 6 E/^sin. 2 ^ — .. ..±^^^~>N/«-»8in, (n^2) i^ 
vt sit facta aabstitutione 

ideoque 

ei coASoquentar 
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368 CAPUT in. 

Quos ergo valores in parte mtegralis inventa substituere licet. 

C or ol 1 ariu m 4, 

1<83. Facta autem substitutione , factor duplex quadratus 
(/y*-f- 2/z cos. $^ z zy hanc praebet integralis partem 

ubi <P deuotat angulum /x sin. $. 

8 c h o 1 i o n. 

1184. Si hanc expressionem cum ea, qtiam problemate prae- 
cedente invenimus, comparemus, vix actuali simili evoiutionc erit 
opus pro casibus magis complicatis. Ita si qoantitas 

Pzi:A4-Bz-+-Cz^-f-Dz^+ .... -j-Nz». 
factorem habeat duplicem cubicum 

(ff-h2/zcos.$-hzz)\ 
quantitates ^ et £1 ita definiuntur; ut sit 
f> — D — 4 E/cos.d4- 10 Fj^Tcos. 2 $ — 20 G/* cos. 3 ^ -f-..*. 

£i=i — 4 E/sin. ^ -f- 1 F//8in, 2^ — 20 G/^ sin. 3 ^ -| 

qujbus inventts, erit integralis pars hinc nata 

2 e-/*co5.» j-4-(^cos.(l)~Qsin.(p)/a3:/aJ?/e-^*"^^'^Xaa?cos.C|> ) 

f^^^^aa J -4- (^8in.(pH-acos.0)/()a:/aa:/«/*<^«-^X darsin.cj) \ ' 

neque jam ukerior progressio uili amplius difBcuItati est obnoxia. 
Quocirca aequationis hoe capite propositae resoIutioneNi ita coQcinae 
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inihi eqi^dkna absolTissc Tidepr, $t nihil #i|iplius desiderari possit. 
Interlin lipc . argumentnm maxime 4I^istrabit|ur^ A haec "praecepta ad 
cxqmpla partipnlarta accomn^odabimus ; cui mstituto seqpens caput 
est destinatum. ' Apte autem inmgnem proprietatem circa hujusmodi 
aequationes generales proponam, quae in Anal/si ingentem usum 
habitiu» -|d4etur. 



Problema 155. 
.113>5. PropiO^Ua ^«eqiiatipnf differentiali cvjusomquo gri^us. 

9*1 fomula fllgdMraka inde nata 

P=;A-l-Bz-f-Cz" + D«'-+- , , . . . -f-Ns»-*-» 
duobus factoribus constet P = QR, nt slt 

Q = .9(M-S5«H-Cy-h . ♦ . . . -t-aia* ct 

integrationem inUis aequatiQols .ad JD^giratiQQem .binaijim «efju^itip- 
num simpiiclorum reTOcare. 



9o.In^io. 

81 fonnam tqtegvalem primo (1168.) perpendamus, haud dif- 
ficulter inde coUigimus, postquam hane aequationem integraTerimus 

^=«"' + »di+«3?-* •••••• -^«55=' 

indeque ralorem ipsius v per o; et X definirerimus, yalorem ipsius y 
pro aequatione proposita ex hac aequatione erutum iri 

VoU II. 47 
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870 cAPtrr m. 

cujus ratio adeo in promtu est poslta ; dum ex hac ae^ilatione 
valores pro v cjusque difFerentialibus. subst^^^aijtiM:. . P?:odibit cnim 

-i-Sda -f-S56 H-©t 

-+-©a 
Cuin autem per hypothesin sit P =: Q R', «eriebu» Q «t R. in sc 
multiplicatis , necesse est fieri 

A = 5ta, Bi=:«5-4-SBa, c='5(c -f-,S56'-f-^a, tVc. 

sicque haec postrema aequatio ad ipsam .^pK^^ppsitaiW .jccducitur» 

• •• . • . I - - 

C or 1 1 ar iu m !•' 

1186. Si tantum ad factores simplices respiciamus, prioris 
aequationis integrale per hujusmodi terminos 'exprrmitxir 

vzz^Te-^^^^fe^^^^Xdx etc. ' '^' ' ' ' 
p6tfterioris vero aequationis integrale per htijusmbdi . . 
1/=: Ae-P*/e^*t;3a? etc. 

C o r oll ar ium 2. 

1187. Quodsi jam in singulis tenauQJs posterioria itttegralis 
substituamus singulos prioris, 6et . 

quae forma ad -hane reduoitur 

cujusmodi termini per integrationem ^equadonis proypositae imnedii^te 
inveniuntur. 
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CoTolIarium 3; 



371 



1188« Si hic fujsset (3=:a, sine uUa reductione statim 
prodiisset forma , ..- . - c ^ \ 

supra pro casu duorpm, factorum simpiicium aequalium inrenta; 
Interim cum tbtum' negotium ad resolutionem in factores vel sim* 
plioes vel duplices reales redeat, ipsa aequatio proposita modo ^x^ 
posito faciUime expedituir. ^ ^ .. .i j . . . . 



I 



m 



.' f r 
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CAPUT IV. 

APPLICATIO METHODI INTEGRiiNDI IN CAPITE PRAECE- 
DENTE tiiADIT^AE AD Ekiiito.A. 

Probiema 156« 

1189. j 

Jl ropOttU Imc aequatione differentiaU 

ejns integrale compIetaiQ inTenire. 

Solutio. 

Hic ergo e«t Pzi:a* + z'* ubi primo obMnretur, si n «it 
numerus impar, factorem simplicem esse a-^z^ ex quo nascitur i 

pars integralis 

existente fC Talore ex fbrma ^^ emergente, si ponatur zzz: --» o, 
qui ergo Talor cum sit etiam g-j^ — nz*"S ob n — 1 numerum 
parem, erit $(=:na*"'S ideoque haec. integralis pars 

Reliqui factorea omnes m hac forma continentur 

aa^2azco9.$'+-zz, existcnte ^=:^^-~-*-^> 

ubi i denotat numerum integrum quemcunque et it angulum duo- 
bus rcctis aequalcm» Comparata hac forma cum FrobL 1&3. et 
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CorolL i. fit /= — a, ct olT »c=Stf<<Jo^^ -k/** 1 . wd. ^), tx 
fonna ^ coUigitar 

f> = na»->co8. (n— l)# ct a=SJf«i^*««M«-- «)•; 
tum igitur 9it 

co8»n^ zi: ^ i^ ct siov n f z:: ^ cril 
fkEX-— na*~*cai.^ et ;Q=:iia*'~' iinlik 

Quarc posito /x $in. ^zn — aa? sin. ^iz:<J), integralis pars cx 
quolibct factorc duplici oriundacst 

2 e« » ^^>^ ( (~ cos, g 008.0^810. gsin. ^}/^^^^^'' ^Xdx cos. (f) > 

ir5*— «^( (— coad8in.0H"8in.fco8.4))/e---«**^*'^Xdarsin^ (j) ) 

8CU 

j37-[co8.(a-<I))/^^**^* ♦Xda:co8.<I)-sin.(^4>)^^^ "* ****X3la: 8in.(ft 

et pro <|>^ Tdlore rcstitutb 

~2e**^^ ' ♦ ( cos. (d -h aa? sin. ^)/^* »'«w<#5g ^*ees. (^:»»!!!* f> Y 

nO'''^ ""( H-sin. (d-Haap«ini#/tf^"^***^X5±r8iTU(Ai7sin.^).) 
Jam prd stmcCrtive artistaifiBmur angu^ *, V> ?> IT^ ^*^"* 
ditt ipso TT sunt minorcs, omnesquc hae formae in unam summam 
conjcctae, quibus casu quo n est nunerus impar insuper addi opor* 
tet formam primo inTcntam 

_1 — 4f-«V«**Xda?, 
dabunt intcgrale quacsitunu 



Corollarl^m l» 



1190% Ga8ii: qwdcnrqito n ot mntieras^ iiiqmr^ tddmta ralor 
ip8iut ^ lorct li^ quem aman hw. oaic^ JHSsirilttry iad«-«i8tmi> ol^ 
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prodiret ultima pars integralis ^^,:;. - ., ^ | ^ 



2^— a« 



dupla ejus quam capi convcnitj cujus ratio est, quod aumto' ^ rrTr 
formula a a 4- 3 a^^^ztMii An^Kus ipsa issc fictor, sed ejus 
radix quadraxft a-^^Sf ranquo hunc "tasum seorsan-erut necfesse erat. 

Coroliari«im' 2. ^ i .>^" ' * 

! 1 1 9 1 . Si est X m b ,' ■ formulafe integrales ateunt in con- 
stantes atWtrarias, et ek factot6 '- = ^ -.' • ■ i ' — • ) 

a a — 2 az cos. ^ -t- z z 
oo^itur hapc pars integralis. ^ ., . „ _. . ^ / ' 

r=T~ tA ^^*- (^ 4- ^ ^ sin. 0) 4^ SC sii|. (^ -^ aic sin, ^) ], 

Touae re^Qttur ad. hanc Vfijrmaw ^ - ^\ ( ^ ^ . .^ ,...-../ ^ ^ ^ > . - 

denotante ^ /anguhi&i efonstajM^emj^q^^^TO^^que, uti j^ ^^^, ioTe- 



nimus. 



. • . Pr oblfemrf '167. * ' ' .' ' ' 

H92. Proposita hac aequatione difFcrentiali 

X ~ a* V — z: — 
^^^" 
ejus integrale completum invenire. ' ' ^ 

, F F«rma algebraka' hinc .mta; P :zz o?. ^ irf fhctorem semper 
habet a >— «, .tmde nascitur pars iritefgrifli«' /^^«/^^«^^X 3 x. 
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? - 



ideoque haec pars integralis 



: r 



f : * — r---T^*'*/^^*X 3 *•'...•• ■' .••-} '-.»* 



na'*-* 



JDeinde si n^ sit nuD»^jru8 par,. hiqcque n -^A impsw, OaotQCJiuoqv^ 
erit a ^Zf qui praebet. intBgpralis partem . ^; .. . 

— ^ — e-»»/c«*Xdx. 

Reliqui factores pmnes ipsius F sunt. daplicis. formae aa — • 2 az 
cos. -^ zz^ existente angulo ^ :zz ^^ , qua cum generali supra 
usurpata ff''-^^^ /z<x)s:$^:2yz comparata, .fit /— -^ a, et ex 
forma jl = — n z** — ^ quaeri oportet^ formulam ^ 4- Q, V^; t" * > 
posito zzzz a (cos. d + */ — * • sin. 0) , unde colligitur 
^ZZ— na**"' cos. (n— . !)♦ ..ct-flt= — na"^-' sin. (n— 1) 0, 

seu ob cos. n ^ m 1 et sin. n =11 ^ fit 

• ' j . , ♦ . 

^ZZ — n.a'*"" cos. ^ et Q, ZZ -f-n a^""' sin.'^. 

f • ■--•••. , . • - , - .... 

Posiio jam aAgulo, •*- a a;'sin.$.:i:::4^, e;x §♦ 1177'. oritur pars iftte- 
gralis _ » 

iflL^J (— cos.^co8.0'-f-sin.ijsrn.<J))/c-^*^^^'-?Xr^^a^ 
na^~}H-<— co8;d«ifcCj&-4-sin.fco6..4))/e"-^*f^^ sin^Cji J ' 

quarf lit anle jedaci^r ad hanC foMWLm • » . . .- ' t 

. — 2;.g^*^^''* l CQS. (fi Hr aa; s\u.Q)fe—^ * ^**- ^ X dxcos. (a a: sin. 0) ) 
na«-' J-i-sin. (d-f.aa:sin;^)/e^**^«^X3a?sin.(aa:sin,^)f' 

Hie jam. pro ,$ successiTe scrib^niitr anguli- ~, ^., ; ^, ete-. 
quamdiu sunt minores quam tt, haeque partes omoes cum. primum 
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inrenta atfiie t^aw «j^a.^ tS^n Jbont ^nvMKMf pA^t ist mm «HNlr 
mam collectae dat>unt intej^rale qaaeBiUui^ seu valorfni ip^uia y. 

Corollarium. 

1193. Cum factor duplex sgmeralia ^a ^ H a cos. ^zz 
caslbus ^ = et $ zhtt non praebeat ipwa factores aimp&ces rea- 
1«t A-~ z ^t a -tf-^ -sed eonm quadrata^ liaec ratib eat, cnr pAn 
integralis jnde eruta prodeat dupk e^us , qtiam ^oaj^l oporttti; * 

Probleina Its. 

1194. Proposita hac sequatione diflTerentiati 

cjus Intepiale conipletum inresti^are^ 

Solu tic« 

Torma algebraica liinc nata est 

P=: 1 +z*H-^3+2^-f. 4-2«, 

cujus oqines ^factosea scp^trtari ^^^partojt. <Uim igttnr jtt 

P ;:;:;i ^^ ..^ .^ fonnae ^i ~ z*'^"* fftctores capi ^onxeipii, .^xc\vi»o 

1 ^* 2 

i-rs; imde primo patet^ Vi 4^9it in-f- 1 niMqeras par^ iactoroin sim« 

plicem fore 1 -4-2^ cx quo flMoitur jftars jntoeraliis ^e^^/tF Xdx, 

^ t.^ — ««-H-» 
cxistente 91 zz: -~- =: '■ ^ posito s rmr^X Erit ergo 

(n 4- 1 > z* 
^uoqpe 9(zz:-i — — «rrr-, ideoqttc ^srj (n-ri- l)., .«t haec pars 
2 z 

intcgralis stt j^ i^*/c* X 3 x. 
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CAPUT IT* 877 

Factoram autem duplicium forma est I ~ 2 z cos« $ ^zz, 
sumto angolo $~ ji^, Ha ut pro §. 1 176. sit /— — 1. Con- 
aideretur forma 

dV 1 -^ (n^ D g^^-wg*-^' 

quae posito zrcos. ^-f- y^— f .ain.^, aWre sumitur in $>-f-£l}/— f, 
sicque erit 

Cum vero srt 

sin. (71 ^ 1) ^ rz: et cos. (n -f^ 1) ^~ 1 , erit 
sin. n I — — sin. ^ et coa. n$ zn coa. ^, ideoque 

^ -f- Q l/ 1 «+• ' — (n-4-i)cQy.#H-(yi4-Oy— i.»n.# 

^ ^^ ''^ — 9COJ.#-hacos.0*— -ay— I .5zn.^ (i — cos#J> ^^^ 

g\ _L O i/ — I n-h i » — cpy. 04-^ — I . sin. 9 

^-T-^-y 4(1— CO.-.0) •— C05. e — y— i.sfn.d- 

multiplicetur hujus fractbnis numerator et denominator per — cos. i 
-+- |/ — ^ 1 . sin. 9 et prodibit 

gj -4-0 i/ I -('i-^Ofi +<?oi.»-acoy.0»-y-i.^i>. ^ (i^acos.g)! 

y-r^Y — •(i--.ooi.i;j — > 

iia ut sit 

§J==-^i(»-+-0(l+-^ca8*^) ct = i(n^-i)£i!Liiir:iJ«ii) 
unde fit 

Tum Ycro posito angulo — j?sin. d=i<P, colligitur 

^ C08. (J) ~ jQ sin. (t) — — ^^■+Ot^o^( ^ — 4^) — cDt. (3 — (3)n 

S> sin. 4- £t cos. tP — "^('^'•^Of^ ^''»<^— ^) — "» — cp^i 

a^i — W.9) 9 

cum autem sit - 

cos. a ^ cos. 6 = 2 sin. ^^ sin. ^^1?, m 

sin. a — ain. 6 =: — 2 sin. ^^=-? cos. i^' 
Tol. II 
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fit tiinc 

*^ ^ ^ ^ 2sin.|^ 

^ sin. (I) -h a C08. (p — — . ^^ ~ r-, 

2 sm. 1 

ex quo inte^ralis pors quaeMta erii 

1^4-.^««. .( sin.|(3d-f-2a:8in.^/fi-*««*Xaa;co8.(a:«in.^)) 

n-M '^^1 — co8.|(3^H-2a:sin.0)/c-«<»*-^Xda?sm.(«8in*^>> ' 

Pro ^' crgo succcssive substituantur anguli 

n-fli» n-+-"7» n-Hi' 

quamdiu sunt minores quam 7r , haecqne partes omnes in unam 
mmmim coUigantur, eui si n -+- 1 sit numerus par, addalur insu- 
1-er ^j-~j e-^y^* X 3 a?, sicque obtinebitur valor ipsius y. 

C r 1 1 ar4-u tti 1. 

1196. Si aequatio proposita in infinitum progrediatur^ ut 
sit n numerus infinitus, anguli priores omnes sunt infinite parTi 
ideoque numero infiniti, cpxoad numerua par 2 i ad n 4- 1 ratio- 
nem finitam habere incipiat, tum autem pro $ sequentur omnes- 
anguli finiti in progressione arithmetica increscente» , cujus differen* 
tia est ij^ri> usque ad tt, quorum nuraerus itidera est infinitus. 



Coroliarium 2. 

1196. Quamdiu angulus $ est infinite parvus, iategKalts pars 
ex eo oriunda hanc induit formam 

n -f- 1 - -^ •^ ■ • 
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CAPUT IV. 579 

qUM cQin. per «ubwcfi infihHi eit ^ivlsfty etlam multitttdo ijafiziitt 
hujus^adl Jfojrixuilarnin pro evajQQScmle s&t hahenda. 



C r olia(rium 3. 
1197. Quodsi fuerk XznO^ mA hvjus aequatioiiis 






a*t/ 



int^rAle ^t investi^andmn^ «rit ejus pars quaccunque 

««^^'•^[Astn. 1(3^ -4- 2 a:sin. ij;H-^cos. J (3^4-2 a^sin.^)], 

sctt simpriclns 

A je* '^^ ^ (cos- <5^ -f a'; sin, $). 

Cum igilur si n sit numerus infinitus, pro $ angulus quicunque 
accipi qneat, erit istius aequationis integrale particulare quodcunque 

1/ ~ A€*^^^(cos. X sin. -f- ^, 

sumendo pro ^ etiam angelum quemcunque- 

Scholion* 

11 9^8. Num autem hujus aequationis difierentialis in infinitum 
excurrentis 

^, ^ ^y i ddy , d* y , B^y i ^ 

= 2/-+-dl+rx-^+ai-^a"ii + ctc. ^ , .. 

denotante X functlonem quamcunque ipsius x^ integrale oommodiiis 

exprimi posslt^ quam per partium illarum ionumerabiUpm evaoesceHT 

tium summam, quaestio est altioris indaginis, neque adbuc ad hunc 

scopum Anaijseos fines satis videntur prorooti. Casibus quidem, 

^uibus X est Itmctio rationalis integra, puta 

THzzza -^ha: -^ax^ -^ d x^ -^ e x^-^ etc. 

res nullam habet difBcuUatem , cum sumto 
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380 CAprrr w. 

hi coefficientes a, (3, y, etc, sismper ita defimri queant ut facta I 

8ubstitutiane prodeat talis aequatio 

cui particulariter satisfacit valor 

uzzi A r*^* * coa. (x sin. ^ -f=^ ^, 
«umtis pro ^ et ^ angolis quibuscunque. Yetum ex dato ejoamodi 
valore ipsius X invenitur 

azzni— fr, j3— &— 2c, V=<^— 3d^> 5i=d~4e, crre-^S/; ettf. 
Verum. in^ genere cum fiat 

dx — ^X^ dXi ^d*» ^^ ^^^* 

CTidens est sempcr, posito y— X — dlc'+*^> aeqiiationem illam 
transformari in hanc 

^ — ^-r-d^-^ d^ + d^^ ^t^- 

CoroIIarium. 

tl9ir* £n ergo praeter expectationem integrationem comple» 
lam hujus aequationis differentialis. in infinitum excurrcntis 

pra quft jam novimus esse 

y z= X — If 4- A e*^*^- • cos- (a;«in. * -♦- ^, 

qtrod postrenmm membrum ob anguloa ^ et arbitrarios in infini* 
tMft^ mtittipticiiri potest. Haecquc fbrma maxim^ complicatae iHi ex 
salaiione oriundae aequivafere est censenda. 

FrobFema tS9^ . . 

1120 0'. Propositai hac aeq^atione diffeFenttali- 

^ ~ aa» ^ i.a. a^dx»' ^ •. a. 3a'' dxl ^^"^* 
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CAPUT IV. 381 

abi quidem ri sit numeruA infcger df6rm^ivA!s/ ut terminorum nume- 
ra6 ait fiaitttS, ^Jus imegritttf compieCuoi iaVeiug«rew 

S 1 u t i a. 
Formula algebraica hinc consideranda fit 

p= n-?.;-4-"4--^.S+.tc.=(i +!)., 

quae ergo meros- habet factores simpUcea inter se aequale^ z 4* a. 

P 1 

Cum igitui^' silf 7 r-nr—, ex (• 11 6 3^ stMm coUigitur intc* 

(a -+• zy a* 

grale qnaesitum 

yz=ia^ ^^'^^fdxfd x fdx /e^*X d x^ 

quoad signorum integraliuro numeras aequetur exponenti n. Hanc 
autefm formam sequenti modo in integralia simplicia resolvcre licet^ 
ope reductionis generalis qua esse novimus 

fdxfYdx—xf-V^ix — /Vxdx, 
unde fit 

/a x/c«*x a :c m x/6« * X a x — /«-* X 07 a :r , 

/da7/da:/e«*Xda:rjxY««*Xaa:-.x/c^^Xar3j:-f-|/c*^Xx^ax, 

/^ /^ /^ r «,>^ x^ref^Xdx^Zx^fe^^^Xxdx^ixfe^^^Xx^^x^fe^^ 
JdxJdxJdxfi^^offZ^ '^ ^- ^ ' 

etc. 

Cum igitur signoruro intiegraliam nuroerus sit = n, concludimus 

£6re 

j^ — ^Ll^ ^[x^^-^fe^^^Xdx^^^^x^^-V^^^Xxdx 

!• ?••• ••• l /t •— 1 j 

■ ^ 1 *- >>(»-^ »> i^n- V^ '*■ X x' a x^^ etc.], 

ubi cum singnla iategralia constantem arUUaiian» implic^nt, mani*~ 
Cesturo est^ hoc integraler esse completuriir 
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36? CA.PUT Vr. 

^ Cprollkrittm, .1, _ . 

1201. Si ereoeaaet 3t=:0, aeqwfUppw? .4WS5r6nt»tiB pro- 
positae integrak «ojjapletam feret 

«bi coBstantiam «rVitrajriamm A, B, C, etc numcnis Mti^jue cst 
:zza. . ■ .; • I ■:. '.• • ■ 

Corollacl o m 1.' • 

12 02. 15i raimcrus v fvrerit infinitas,, simulque quaisutAS a 
«apiatw iofinita, at^it,a?^n-<?» aequatio inte^anda,..iii. iafinilBm 
excurret, crkque 

aequatio autem intejgralis ad huuc casum applicata nullam lucem 
foeneratur. 

Cortjllarium 3^ 

120 3- ^uaectmque autem y functlo fuerit Ipsius x^ <^stJU; 
si Jooo X scribatur a?-4-^^ cain abirc in 

qmae cxm «se debeat rziX^ vioissim patet^ j/ aequari ei {unctiom 
ipi^js X ^ae «adct^ -ejc X, « ibi k>oo- a? -rscribatur j: — ^. 

SjcTioIioh 1. 

12D4. Quod ^uo facnius appareat observo, si jHroposita fue- 
1« quawunqtte ejuemocK aequatio 

Xr=Aj/-+.B|H-C||2+.D|^^.^. - 

£emper sine.tdk intqgMtione inte^ale particulafe |)er approximatio- 
nein boc modo invenki posse : statuatur 
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CAPUT lY. 38a 



etc 



foctaque rabsututione habebitiir 

-f-Bd -l-Bp +By ^ 

-t-C«6 H-C^ 

-+-Da 

•icqoe coefHcIcntes «, f2»..Vi ^» ^* definiuatar, '.«* tat ot<=£> 
retlqui vero 

' fl— —«-? — =:? 

P — A — K» * 

— Ca — B?^ — C . B» 

Y — A ---aJ ^aT' 



— Dce — Cp — B^y — D 1 affC B* 




A A» 1 A3 A4» 

-Ecc-D(3«Cr--D«^ _;. — E 1 QBD-+-C» 

A A» . ' A^ 


3 B B C , B4 
A4- + i5.' 



ctc. 
qnae sl accommodentur ad casum problematis, fiet 

2^ ^ 77ai"+" I. aa*S** t.a,2(^3&x^ ^^^- 

Hinc casu quo n rz oo et aznnc colligitur 

^. V 3x_ r _da^ ^^x . . 

y ^ ic^x "^ i.2c»dx» 1.2. 5c3 3xi^»" ^^^- 

quae expressio etsi m infinitum excurrens manifesto definit eam 
jp8ia& X ftincUonem, quae »a»ekur exX^ si loco x scribatur x~l. 
Quodsi jam hanc normn functionem sigBO X"" iridiGimus, ponamaS'-* 
qpe y— X^ -f-i;, aequalio Corollarii 2. abit in hanc 

0=zv^l^^J^^^~^^^ etc. 

* ^x ' i.»dx ^ i.2.3dx3 • 

cujus integrale particulare quodcu^quc eat vzlA.c^^^^x!^ exiataite n 
numero infinito^ et m numcro integro positivo» 

Scbo lio n] 2. 

1206. Haec me dedncunt ad sequentem speculstionci^ curea 
serierum summationenu Sit nempe series qjuaecunque 
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384 CAPUT IV. 

* 2 3 4 ^ 

A, B, ,C, p . T, 

cujus tenninus indici x rcspondcns sit T funcUo quaecunqne ipsius x, 
Statuatur summa omnium horum terminorum 

A-+-B + C-f-D-H . . . . . -f-Trzy, 
at perspicuum est y fore ejusmodi fiinctionem ipsius :e, ut si in ea 
loco X- «cribatur « — 1 , proditora «t cadem JHa summa y termino 

ultimo T mulctata, «cilicet y — T. At loco x «cribendo x t, 

functio y abit in 

y d* "■■ i.aaac» i~T5Je» ~t- etc. ■ 
»nde oritiu* haec aequatio 

T — ?2 __ -iiiL _i_ __ii2L_ 94j> 

«quae «emel integrata posito fT d x znX, fit 

qmm quomodo iniegrari conveniat videamus', dum eam aliquanto 
^eneraliorem reddetnus. * " 

Pro blem a 160. 
1206. Proposita hac aequatione differefcrtiali . 

a ^ <.aa«d* ^ i,Q.3a3ax. ^ — Ctc. 

«JU8 integrale completum investigare. 

. S o 1 u t i b. 

Formetur inde haec' quantitas algebraica 

P — 'i n(w^l )z ^ n(n- 1) (n-2)gz 1-Ci«?\n 

-«'"l. 2a« "^ 1. 2. 3 «3 ctc. :2= _L_Si, 

^cu l* _ ^— — * «HJM f»ctor doplex quicunque hanc habebit 
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•4L'. 

a« — 2 a(a-. 8) cot. 2^4- (a — sy, ^;; . ,; . .^^ ' 
existente >8giA> .3 ^ = iiZ, ^ jAyH, .^ateJp ih|nfi , fomMi \n r- 

quat cum generali //-f- 2/z c;^f c^« iJMgmata^ ^ft . 

/=:2a«in. ^, et cos. 0= — «in.^, 
•nde 3: i . ^< .««•.< < v. r. • ;.-, .,• . ; "^ .,- ,■ ... . £ - - ('; 

existcntc ^±=-^. ; J?».ad jiartem ^ogjr^IiS' iiuu; ; oritanr intcniea- 
dam consideretur fonna . , 

d i • •, . . a";s» ', ' 

in qua posito .r- , 

« = ~ /(008. ^ -+- / — 1 . 8*m,^), ,8eu • - 

z=;2asin..^(sjn.<--j^--J,,co8.<^^ra(i-<«o8,2^^V^--i.^2^, 
ut sit 

a^zzzia (cos. 2 ^ ■+-_y(.-r 1 . «n.. 2 ^), 
prodit 

Cum autem sit ^ ; i 

.«08. 2 n ^r= t et «in..2; n <|f:=:-e, ferit . , '.. j 

cos.2(n- 1)^=008.2^ et «in. 2 (n—l)^ 2=-.«i». 2 f, 

njl«ogtt|g ...'•. 

<3> ■+'£1 1/ — 1 rr -*-»-«f<dt.«^-y-t.ti».gO 

quae reducitur ad hanc formam 

•»• ■ '•'• ■ f •'■ ..•.. •.■.... 

Vol. II. 49 
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undc concluditur . •-••-:. <- i - ». v 

sicque est 

f^^ifs^n^x^nt*' ■'■■■ ;• . " 

ct posito -. -:. t r .. . r... , 

— 2 ax sin. ^cos. ^ =r a a; «in. ? ^, ficf 
^ co8. <J> — £1 si^ Ps^iTt^litc^ ^' ^ ^.<^ «* 
• ^ftiri.<p.4-!etco«.i(^:S;p^^cWr.<3<-.(^). ■ 

Quocirca integrftlis pars hinc oriunda erit 

y-H co»r (3^- (^^/^-"«"•^'Xdtt: 8in. (pC 
ubi pro 4^ 8ttcces8iye scribi debent hi anguli 

^ ajir 37r . ^. 

n» Ji > n > n ^ ^^^' 

qti^diu sHnt^ Tn^ulo r^^d minores» at tf 7k ^il liuindrtts par ad 
has parces insuper addi oportet 

sicque colligctujr Ycrus valor ipsiua y^ 
' -■ ■ 

CoroIIarium 1. 

120 7. Si est X^O, paifs int^aiift ex ^oltbet tngnlo 
^ ^ '^ -n4lA indbk hiinfc fonttam 

e* « * "»• <' [A sin. (3 ^ — a ar sin. 2 ^) -f- B cog. (3 ^— axsiil. 2 ^], 
seu hanc 

A «"*"'«• ^* sin. (a -^- a« sin. ^*^), 
denotante ct angnlum quemcunquc constantem. 
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1208. Invento inteerali particulari quocmiane. t/zr.y qnod 
aequationi propositae sntitfaciat, 8i ponainus deinceps yz:zT-+-v, 
orietur haec aqqpitio ~- ^ -" .,' -■" , ' / " -l / :z:; A 

ultima Mil; .^tt MciukhM bktm valoMt Jpsiuf.^rttitiilipllMNft. P 

• ■ - • '■"■-' ••' i -•• ••Oo'ro«l-'l«ari.tt»j|n, if3i; • '•'«' i *• .: iio •: 

I269I iSi' suniamus >i:±:od et''a^'nV tft haec prpdeal 
aequatio diiferenuatis in infinitum excurrens ' '•'-' • - ; 

erit y' teniiinut «uttmaxori& ,progoeiinoais,. «igut -'tanmnis .genenii» 
iiidki i» ■ respondens • ^st T -Sr ^ . Quaindiu ''efgo. MgcHus i^-:il^ 
est infinite parvus, ob = 2i7r:r, integralis pars quaeHbet 'est' . 

ct oroissis Teyancsceijtjbm^ l •• ' * .. ) 

4 iTT [co8. (2 iTtx^fXdx^^itimx^^^J^iiu^ i%x)J^Xd xcos. (2 ^^)?, 
si jam.hic pro i successiTci omneA' nuiEfsri ^intcgri l, ^2*9 3', etc. 
entetituaiiGcir, omtibMtt tonMkitfm, ho<r. niddi>..wwABLntiBtm 
dabit verum et compietum yalorem ipsius y* . ^ > —i ^ 

ScliotTori. 

1210« Pro acquatione autcm prbppslta' methodo ante indi- 
c&fa inttsgraJie pfrticnl^ *iper aerient diffbipitialiimi inte&ire licct, 
ponendo ■ , , ,,-^' ; : , r ...:- 
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lacta ^im «ubsthuUone^ repentur ^ . - . 

— i^ ^— TT* C— IHT* ^ — S??W^ -^^'-- ■^■' • 

eujus quidem senei difficileest legem^^H^ioiift ita |M6»^ "a^ 
Verum pro cwtViinrt» tt ^ti^^lisi^^^q^^ pro- 

gresaknmtti, cht nc^ate ^igwM^r.M mfficiftiMA: Hik sf ktpvit^, 

A—l, Bzzj, Cr=Ji, Dz=:0, ir=^, etc. 
onde ea ipsa forma oiiibir, qiMilii. 0Km<.tn ginere pro termino aom* 
miNtorio dedi*. jponcessio. aut^m h^c termino summatacio» qvii fit =:y, 
probe notari convenit, aequationem ^Z=iV tantuni esse integrale par* 
ticulare aeqvationis propositae, compietum vero facile exhiberi^ si modo 
ad Taddantur omnes hojusmodi' l&rmatac.ABiili (tf-^^iv:r>i pro i 
;^Mnbc»do 'SnWttiTa. omncaiMinQim 1, .j2;, 3» 4., etou. iibi pro qoo^ 
lib^ apg^lw ,41^ pra.arbitrt^ aisumr potMt» Quod aute» Singttii hi 
^alo^ea aequa^ionl , 

i\ — « 9y , ddy d^v ,_ d^v 9^v 

'^tisfaciant, ita faciUim« oatenditun Pos^ brevitatjs gratia fiiTrrm, 
ot^^it vzt^/{a-hmxy, eVfticta Bubstiwxtionc fieVi debet 



^^ S ^^Md-^mx^a^^-h—ttc. l ^ sln. (a^mxyj-^ 



J-sin.m 
^(cos./>i-£). 

t<iim aulisiterfril;^iniii:3'f '7t.^:(]nmiii«^ IMii liin* m zz 0. quam 
cos, m ^ 1 ^ o^ 



Problemi ,161« 

• • .' '1 '• '. 

12(1.. J?roposita hac aequatipne differentjafi ,, 
cjus iiftegrale compktum inTtstigare. 
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CA P II T ' fv;' 3«9' 

Soliitio7 • ' ' 
- -jQujlB^tas aj^bn^a iMitf- foman^tt e,st . r ■•• 

^. ^^ . ■ i.a «a ' 9. a. 5. 4 «♦ * • 

quae ad hanc fbimam manifesto reduchtxr . ** 

cujua factor quicunque trinomialis est 

^ir -^ 2^ -^ 2 (aa — ?;») qos. 3 ^ -h (a — «>*, 

sumendo ' * ' 

Haec autem forma abit in 

2 a/ai,(l --^cos, 2i^r*^ 2;5<l H-C08-.2 ^)= 4 aasm^ 

qui factor generalis repraesentetur hoc modo 

sicque comparatlo cum forma . generali 
V //H- 2/«coa. d + 22 

praebei 

/=: ~ a tang. ^ et I =: 90^, 

unde.fit ^ 

• 4)rr: — a«?ta«g.^, (lt7T.) 
et yalor pro s substituendus 

— /(cos. ^ -+- /-^ 1 . sin. #) = a tang, ^ . / -- < > 
quo pacto . . 

;dP _ y 6* -»- zy-f^ n <a-- g>* 



\ii-.f 
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ablre ponitnr in ^ -H CL V — if . 
vnde fit 

n ' ' '". t -:-■': 

= = — rco8.(n« O/h-/— l.»in.j:n — 1)Z— co8,(p— l)^' 

2aco8.4*~*- ^ ' •"* '' 

-HV — 1 .«in. (n— l)<f], 

ideoque ^ = ei 0,3= yn^i ' ^* °'' n4=— ^tt, 

«co».^ ., , 

hincque cos. n ^ == et sin, n.^:;;:--fc--l,i .prout i fgei^i nume- 
ru8 par vel impar, erit sin. (n— 1) 4^ rz: h^ cos. ^, ideoque 

Ct = ^^-sz — : . Quocjrc» d> opSh ^. = X) , : Inteffpatis jpara ex 

a CO8. 4" — * 

hoc factore oriunda est . . 

2 AiCos /"""^ *** . 
Hh — —-2 : (co«, ipfXdx sin.^ — ttn. JEp/X ^o? C68. 4>) , 

seu ob (}) =: — ax tang. ^, 

2 a C08. ^""^ ^ 8in. (a a; tang. 4^)/X 3 ar C08. (a x tang, ^ ) 
w V _ C08. (a 07 tang, ^)fXd x sin. (a or tang. <Q \ 

ubi pro ^ successtye substituantur anguli 

'TT 3JJT 6ir 7^ 

quamdiu sunt recto minoreSi pro qiiibus Ibi altematim -4- et 

scribi oportet; haeque partea omnea In unam summam collectae 
dabunt valorem completum ip»ns,y, ^dyn^m^ j>rp,j}Uima parte ex 
angulo ^ = 5 oriunda, quod eyenit si n nqmcm impar, ejus 
tantum semissijs capiatur. 

C or ollarium !• 

1212. Accommoaemus 4iaM statim adUcmtiU fi?.oo' ec azinc, 
ut proposita sit haec aequatio differMtWis ""' ~' 
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Cina jgitur hic ralores ipsius ^ $ihf ibfinite parvi, erit 

coa-<= 1 et Uing.^=z4 = ^^^'^, 
hinc a x tang. ni (4 i :+; 1) c x . J , 
pro quo angulo scribamus <g# £rgo part integralis quaecunque 

:+: 2 c (sin. o) /X d x cos. o) — cos. co/X d a; siut w), 
ubi «gba ambigna aibi Bmtuo reqfKmdeat» 

Coroilarium 2. 

12 13* Si tantum angulus '^cx poiiatur :^(pi iqtegrale uni- 
rersum ita erit expressum . . ' 

^ — ^ ain. /X ^ a: cos. — co$. (p / X 3 x sin. <J> 
-- 8in« 3 CP/X d 07 006. 3 -f* 008. 3 0/X d o: ain. 3 
rHain. 6 0/X dx cos. 5 -^coa. 6 (p/X d :r ain. 6 ({> 

— . am* 7 Cp/X da: cos. 7 -f- cos. 7 CP/X 9 x sin. 7 Cj> 
etc* 
quae formulae in infinitum suht contmuandae» 

Corollarium 3» 

1214. Si ponamus c=:6/— 1, uC habetur haec aequatio 
infiniu 

ac jam angulum b6x Tocemus \^/^ erit intqpnde completum 
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Jt2 QA^VT W. 

' '^r^ye^^^Xdx-e^^^fe-i^Xdx.' 

etc. ' •' 

1215. Si pro itequatioiie Corollarii 1/ metho()o supra cxpa- 
eita quacrainua integralc particultre peir dWcrentialia iiJSitisi *xprcs- 
suni, huncquc in fincm ponamus 

rcperienms hos coefficicntium ralores 

* = «.» = r^. c = rT:^. J> = rnr-.. 

Hicque ralor sl ponatw = V v Tocato angalo Jca?zr:0, erk inte- 
f rale conapletum 

sr = y -f- A sin. {« -h4J) + B 8m.((3^3^) -+-<:«ia./y ^- 5 (h\ 
• -HD«>n.C$-t-7 0)4- «Ac. .. ^ 

Pro^iema 1^2. 

1216. ProposHa aequatione differentiali 



.6a* ■ 8x3 "T- etC. 



ejm integrale eompletum investigare. 

8 o 1 u t i o, 
<^uan|itat dgebx«ica hinc ibrmanda 
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CAPUT IV. 893 

cum ex praecedente nascfttur, si ibi \oco zz •cribatur z, aumto 
angulo ^ — ^^^-^ ir , factor quicunque erit a a tang. ^* -4- »j ita 
ut hujua formae omnes factores aimplices sint reales. Hoc ergo 
(actore cum formula a + z comparato, erit anaatang.^^ et 
aumto 9( zzz^— poaito znr— a, erk integralis pars ex hue factore 
oriunda |«~**jf^*X3jp. Quia vero P evaneacit poaito zz:-a, 
erit quoque S =: j^ ; at eat differentiaBdo 

Quia igttur poni oportet — zz tang. ^ - y' — 1 , erit 

I , Vz €os. i + y-^i .sin .^ . . Vz , cos.^ ^V^t ,sin.i 

hincque 

g. n 2}/^l >6in.(n^ l)^ 'nsim(n— O^ 

'^ 4aatang.^.|/-l * cos ^**"" • ^aasin.^cos.^**""** 

Jam observetur e^ sin. n^rzisin. (2i-hl)*~H;:l, (ubi signum 
auperius valet si i numerus par, inferius si impar^) tum vero cos.n^z:0^ 
unde fit sin. (n — 1) ^~ ;4; cos. ^, ei quo conficitur 

«= ^ , . 

2 aa sin. ^ cos. ^* - i 
et pars int/egralis qua^sita habebitur 

2 aa sin. ^ coa. /"-^ ... 
n 

Nunc igitur ip«i, ^ successive tribuantur bi valores . . , 

« 3« iit 7ir 
Ti* ri» ^» an» "**• 

quoad angulum rectum non superent, atque omnes isCae partes 

Yoi. II. ao 
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»>4 . cAPtsr ir. 

in uaaip summant coHectae, dabunt integrale c<ymplet;um $eu ralo-' 
xem ipsius y» 

Corollarium i, 

1217* Si ponamus n — oo et azzznc^ aequatio proposita 
in infinitum excurrit, eritque 

^=^y -^7:7^^^ ,.^.5,4c^9x^^ u:..kl-^xs^ «tc. 
et fdrma algebraica inde nata 

quae*omnes factores simplices habet reales, et ob ^ infimte parvuia 
erit tang, ^ — ^ zn^^—^TT, indeque factorum foirma generalia 



^z^^^^^TtTtcc, seu 1-+.— ^ 



C crr ollar ium 2. 
121 8t Ponatur breyitatis gratia angirlus 
~j— 7r=:d, erit 
a a tang i^zzz^ ^ cCj tmi «ro» 

cos. ^ 2^ 1 et ^ 9 ^ ^> 

ex quo integralis pars quaecunque erit 

ubi pro successive omnes hos angulos scribi oportct 

-jr Sir 5ir 7^^ gw . 

Coroilarium 3. 

1 2 i 9. Perinde hic est''$ive ' c c" negative '«iTe'»positive capU- 
tur, h\nc istius aequatlonis differentialis infinitae. *^[ 
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CATVT IV. Z9i 

loeo $ scrltiendo 8,ucoe»slye omnes hos angulos, amblguitate tigni 
jam «ublata 

•4:1» -T-» +-r» — T' + «*«• 

unde si X = ^ integrale particulare quodvis est 

• Pro ble ma 163. 

4 220, Proposita aequatione differentiali 
V — . V^y -L- «(n-0(«-0^ 9y 1 n (« - (ft-^) (»- g) fft-"4) 33 ^ . .^ - 

ejus integrale completum investigare. 

S 1 u t i 0. 

Etsi haec aequatio in d o; ducta sponte semel integratur, praei* 
stat tamen hanc formam retinere, unde fit 

p ng I n(n-OCn--fl)gg . n (n- i)(n-a)(n^3)(n-4)g» , 

^ a ^ I. a. 3 a3 "1" 1. a. 3. 4. 5 a5 "T" C^C* 

quae manifesto. ita exhiberi potest 

a ^" ^ a a 

cujus quidem statim unus factor se offert z ; reliqui vero in hac 
farma ccntmentur 

sumto angulo 

2< = — seu ^ = -, 
haec rero fbrma abit in 

. 2(1 -.co».2^)4-H<*Hr«~«^<>» 
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396 CAPUT IV. 

unde pitet in genere factorem fore a a tang. ^ -f- », q«i« 
eiiara primam illum a complectitur sumto iz:z 0, Hinc posito 
oaUng. ^^=:ee, integralis pars huic factori reapondens erit 

«i posito 

z:n —• aa tang. ^' sen ^ a zr.a tang. ^ \/ — 1, 
capiatur 

^ « COS.^" ^ ■C0S4'' 

quamobrem fiet 

^ sin. n^ n cas. Cn — 1 ) ^ ^ n 

2 atang ^ cos, 4*^ 2 aco8*<^"""' 2 ^008.4"*"^* 

ob ain. n ^ — cl co8. w ^^ =:: ±- 1 , prout numcrus i fucrit vel 
par vei impai*. Quocirca integralis para quaccunque ita erit cx- 
pressa 

2 a co8. /^-' ^^^^^v^ 

H 2. ^*«/« "XdiC, 

n 

existente a rr a atang. <^^. Jam angulo ^ succcssive tribuantur hi 
valores 

quoad anguium rectum |^ non cxcedant, haeque formulae omnes 
cum suis signis in unam sommam conjectae dabunt valorem coni- 
pletum pro y. 

Corollaxium 1. 

1221. Prima igitur intrgralis pars nascitur ex angulo ^:r 0, 
unde ea erit -^^/Xdx , cujus autem toco ob raticmes supra 
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CAPUT IV. 3^7 

«Uegatas citct ftctoreg $}rtpilce«, ejas tAatttm diinidium sumi debet 
»t haoft priiM par. sit =z±fXdx, quod etiam indc patet. qood 
j)0«ito » = fiat maail^o - = — . 

Corollarium^, 

1222. Idem tenendttm esaet de parte ultima, siquidem cx 
▼alore < = J nascatur, quod erenit ai n ait numerus par. Quia 
vero hoc casu fit cos.<|;=:0, haec tota integralis pars per sc 
evanescit. 

Corollarium 3. 

^1223.^ Si esset X=:0, quaelibet pars integralis foret 
Ae «a*an«.e»x^ dcnotantc A quantitatem constantem aititrariam ; 
foretque adeo haeo aequatio 
yzz: Ae— '««»•»« -^*» 
integrale particulare aequationis, dummodo capiatur angulus 

l5 c h o I i n. 

1224. Hinc posito n =: eo ^et azz:n/6, integrari potest 
haec aequatio differentialis in infinitum excurrens 

* _1>_ _L. ^^y . 93 y ■ 94 y 

yb t.bdx ^ i.a.5A6d«« "»";.... di»d«i ~^~~7bTd7*~r- ctc. 
vel etiam haec per unam integratjonem ex ista nata 

Cum enim sit angulus ^=:z~ infite parvuS, crit 

cos. ^ = 1 , et a tang. ^ =: a^ =iiir ■/ b, 
ideoque 

a = o a tang. ^* =: j i TT TT *, 
habebitur pars integralis quaecunque 
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unde parte prima ^x i ir nata' ad dHBiditfm rediM^i ab rati^ 
nes supra allegatas, erit integr&lc cotnpletDib . ::. 

— ^tf-d^^^V^s^^^^X^ar^-^W^^^'^*/^'^''''*'^^^ — etff, 

' Exe mp luin. ' 

1225. Sit n=:6 et anzl, ut integranda proponatur imea 
aequatio 

Valores ergo pro angulo ^ et inde petiddntes smt 

cos. ^= !,?!', I, 

a~0, |, 3, . 

ex quibus colUgitnr integrak quaesittim 

quod etiam aequationi satisfacere tentanti patebit. 
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CAPUT V. 

INTEGRATIONE AE(2tJATrONUM DIFFERENTIALIUM HUJU5 

FORMAE 

V A 1 Bxdy,Cx*ddy. 1>x3d3y , Kx*d*y ^ ^^_ 

Problema 164. 

♦226. 
X raposita aequatione difFerentiali huj^s formac 

dx ox ^ ax^ ax^ 

deBmre functionem ipsius x, per quam ea muUiplicata fiat integra* 
bilis. 

SQJttti,€r. . 

Attendenti mot patebJt, simdlicem potestatem ipsius x hoc 
praestare. Sit igitnr integrabilis bac^ aequatio ■ ' - 

QX ^.. C/^'^""' 

cujus, inte^rale fljt , .. , . 

^ ox ax ' . i ' - (?jt?**"' ' 

Com fgitiir bujus difi<frrcntiale illi 'deW^t^ esse aequale, spquentes 
iii^nciscemtu* dcterminationes^ . ' ^ 
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400 • cAPUT y. 

A=(X-i- 1 )A\ hinc(X-+- 1)A'=A 
B=(X-»-2)B' -^ A^(X-»- i XX-»- 2 )B'=(X-+- 1 )B-A 

Cr^X-HS^C-hB^.^X-»^ 1 XX-t-2XX-*-3)C'=(X-f-i)(X-»-2)C-(X-f OB-i^ A 
Dc^X-f-^^iy-i-C^^X-t-O^XH-^^^X-j-S^^X-i-OD^^^X-i-D^X-H-^^^X-f-a^D 

— (X-^1)(Xh-2)C-KX-i- DB—A 



integralis enim termini 6eqne{i,te8, qui involuerent differentlalis gra- 
dum 9*^^ altioresque, evanescere debent, quia alioquin integratio 
non successisset. Cum igitur in integrali littera N^ evanescat, per- 
Tenimus ad banc aequationem 

= A-(X-Hl)B-4-(X-f-l)(X-+-2)C--(X-f-l)(X-+-3)(X-h3)D....: 
. . . . . i: (X -»- 1) (X -t- 2) (X -»- n) N 

ex qua aequalione exponens X potestatis quaesitae or^ definiri debet. 
Formetur ergo talis expressio algebraica 

P=zA-<-B(z-l).f-C(«-l)(«-2)-»-D(2-l)(«-2)(s-3)-+- 

-f-N(z-l) (z-2)(a-3) ♦(«-/»), 

bujusqne quaerantur omnes factores simplicee, ut sit 

P = N (*-+-«) ((3 -»- z) (y -t- z) (5 -f- z) etc. 

factorum borum numero existente = n. Jam ex quolibet factore 
z-i- a ad nihilum reducto , ralor z = — a dabit potestatem x', 
per qunm proposita aequatio multiplicata integrabilis evadit, ita ut 
ejus integrale sit futurum 
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uM differeBtlilifini gradus unUate ^eat inferior. Ita autem haeo 
aequatio integrata per pxopoeitim determinatur ^ «t ait 

Am(av+. i) A^ . . 

fiir:<a-H2) B^-f. A^ - 

C 2= (a H- 3) C^ -+- B" 

D zz (ct H- 4) ly ^ C^ 
etc. 
4otiee perTeniatur ail ultimum coef&cientem N, qui ntrobique cst 
idem. 

Corol.larium i. 

13 27. Quia aequatio integrata <imili$ est ipsi propositae. ea 
per certam potestatem ipsius x multiplicata denuo fiet integrabilis. 
Ad hanc enim potestatem inveniendam considerare opcrtet hanc 
fortnam algebraicam 

Qc:A^-hB^(z- I)H"C^(z— 1)(2— ^^-kD''^^^— 1)(3— 2)(s— 3) -h . . . 

H-N(z— l)(s-2) iz—n^ 1), 

cujus si fuerit factor simplex quicunque z+.jx, erit oT^^ iUa 
potestas ipsius x^ aequationem integrabilem reddens. 

C or olla r iu m 2. 

122S. Quodsi ipsa aequatlo proposita per potestatem x'^^ 
multipUcata reddita fuerit integrabilis , hic probe notari convenit, 
quantitatem Q ex integrata formatam ita pcndere a priori P cx 
ipsa proposita forn^ata^ ut sit Q — ^^~, quandoquidem per bypp- 
thesin ct -+- z est fkclor ipsi^s P. 

S.cholion 1. 

1229. Ad hanc insignein proprietatem deraonatrandam , quod 
scilicet sit P — (a4-z)Q, tanium opu* est, ut quajptitaa Q ppr 
Vol. II. 51 
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ct-f-s nwrftipHcetor ; rerutii <jiPo cmfcTtfsto* cfnribflf t« omxfat occnr* 
rftt, pro singttlis lermims ipsius Q nHilci]>licaeor biportilo ett rej^rte- 
sentaDdus ; ac pro primo quidem termioo ioco 0.-^% scribetur 
(a+ l)-f-(z— t)r pro secundo (i H- 2) +- (z — ' i>, pro tertio 
(x -H 3) -+- (« — 3) f pro quarlo (a -^* 4) -f- (s *— 4) etc ita ut 
cujusque termini productum binis partibus exbibeatur^ q^iam opera- 
tionem hic totam apponam 

Q = V^B'(a-l)^C^(2^~l)(2--2)-+-IK(«— 0(^7K«— 3)-«ta 

Multipl. «4-1 a-4-2 ^-4-3 | a-f-4 

z — 1 2—2 z — 3 % — 4 



Prod.(a-Hl)A'-^A'(z-t) h-B^^z-D^z-^) -f-C^(z-l Xi5--?)(z-3) ctc. 

H"(aH-2)B^(2:-l)H-(a-h3)C^(z^l)(z-2)-h(ar4-4)D'(z-l)(z-.2)(2:-3) 
In solurtone antem yidimus esse 

(an-i) A'=iA, (^-+-2) B^h^ A^=:B, (a-H3)C^-KB'iz:C, ctc. 
quocirca boc productum hac forma eiprimetur 

A-4-B(2~f)-f-C(z~l)(z— 2)4-D(z ~ l)(z — 2)(z~3>-f.etc. 
cui ralor ipsius P est aequalis^ srcque dcmonstrata est insignis illa 
proprietas memorata , quod sit Q xr: 



'% 



C r o Ilar 1 um* 3* 

1230, Qoodsi ergo Talor ipsius P in factores simplices reso- 
lutui ifa repraesentetur 

P=iN(a + z)(fJ-f-z)(y ^-2)(5^z) etc. 
ct ex factore a -f- z aequatio proposita per a? multiplicata integrc* 
tur, tum vera ex integratata simili modo valor Q fbmetur, erit • 

Qz=N(|3-+-z)(y-^z)(5^z) etc. 

Caroltarrum 4« 

1231. Aequatfo ergo intcgi^ata, postquam adU formam pro- 
posltae foerit perducla, ut posho 

V 
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CAPUT y* 403 

liabeatnr 

iMicc dctitib tntegTrfbiiis rcddetur, si njultiplicetur pcr fjuampiam 
haram potestWum rr?^, x^\ afi\ etc. quae ettain ipsain propositam 
integrabilcm rcddidissent 



f . r ■ 
''': ''Scliorroh '21 ' 



:i%^^. i^m^uap cootiauationcm. harum iiitogpr*tio«ium «itec^ 
rius proscquar, convcnict cum casum foimae propositac gcoerABt 
scorsi]|i cyolyi^ quo^priuf acquationis membrum X in nihiium abit. 
Hoc cnim casu hoc commodi usu yenit^ ut statim sinc intc^ratio- 
l^lbus repctitis integrali completum cxhiberi qneat, idque simili^ mQ<J<^ 
quo supra in Capitc II. sum usus« Huic quidcm casui quia jao^ 
multo facilius tractari potest^ proprium caput assignarc nolui^ ne 
prdecepta nimis multiplicari Tideantur. 

P r b 1 c m a 166. 

133 3. Proposita hac acquationc difierentiali cujuscunqae 
ordinis 

ubi Tariabilis y cum suis diflerentialibus nusquam plus una dimcn* 
eione, altera rero. x adco nuUam obUneat^ cjqs intcgralc complc- 
tum inrcuirc. 

8olutio« 

Particularitcr huic acquationi sattsfieii pcrspicuum c$t, si ^ 
ccrtae ipsius x potcstati^aequctur) pQHaniLU^ ^rgo. cssc ^r=;c^, et 
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facta substitutione, cura ubique pera^ dlyiseViiimsv perVerSemus ad 
hanc aequationem • • « 

OrzA-f.|UCB -4-)xCjuc'~pC4-KCp.— l>Cj*H-2)D-f-ete. 
unde exponentem jjc determinari oportet. Vel si secundum prae^ 
ceptura praecedentis Problematis ex a^qu^tione proposita hanc for^ 
memus' formulam algebraicaih 

PnA -hB (z-. 1 ) -+- C (z- 1) (z- 2) -+- D (z- i) (z^2} (z- 3) ^- ete. 
eamque in factores aimplicea resolvamus^ - ut sit 

P = N (a 4- 35) ((3 -f- z) (Y -h ^) (^ 4- z) etc. 
eviUtens eet positi) jx zzi: j& — 1 , ' pfirtiie 'afeqatffi<>hi satmfiefri su- 
uendQ 

lk=: — k^i, vel |xr=-^(? — 1 , vel |ul rif ~ V — 'i , etc 
lia ut qulsque factor suppeditet integrale particulare. Cum igitur 
facto'i1im numerus' aequetur gvadui dififerentianum summo, tiinc col- 
Ifgetur integral^e ^completum aequationis propositae 

yz=:Sia:-«-' -+-a3:r--P-» 4-Ca?--^-' + S)x-,^-' ^^,etc. 
ubi tantum observari convenit, si factorum illorura simpliciura duo 
pluresve fuerint inter se aequafes, integralis formam simili modo 
immutari debere, quo ^pi^a Gaj^lte II. Bvkn usus. Scilicet cura 
aequationes ibi tractatae ad praesentem formam rcvocentur, si ibi 
•Joco a? scribatur Ixj itidef has regulasf fiadrfmus. 

1) Si forma P factorem habeat (^t -H z)^, indc nascitur pars 
integralis • -' 

07— «-'(9(4.®Za:). . . . , . . 

2) Si ft>rma P. factorem habeat (a -f-if)^, j^Ati ihtegralis inde 
orta est - 

3) Si forma P factorem habeat (a-*-z)*, pars integralis inde 
orta crit 
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£ (aetdrei dcdikFttlit ibia^lna^ , partes itide^ .Qriuii.dae ^et SQiitam 
imaginariorumr ^tidiKilioAem jp^cit^ ad |brmam' realem* reracaj^Mpfurf 
«ti in coroilariia docebo. 

GoroIIariumT 1. 

'i294« > Sir ibrma' P * ^ifosc habaBt fpaieroii.asimplicef'! ima{^n#- 
«ioa ih formutti -fif^ St/^aea.^^^^iaAiieooteatoa'^. faa« CMfli' pror 

ducto (a + z) (j3 -4-s) comparata eritii>i(K iia ^ .*..; t . V; .r : 
azz:y(co5.d-)-}/ — i.ain.^) et p:z::/(co8.^ ~)/-^ l.sin. ^), 
unde fit .!: (• I I <; • :> '', ^' 

Est vero 

ideoque habetur , , , ' , ^ 

Qoire cum' irP-** ViTriili fe6do eiprimtttaitv. mtftAti *^l^ iip«i» 
y — 1,' fex fac(oi*e diiplI8i'/j^i^'^ i^^iilcc^^-^iH^^tij.h^^ naMMT 
'ji^ard 'ihtegralis " *' * • ^ '''i-^-/'>i* r'.;u.;*. ; :»; i f : > :.iii ,-':i 

quae etiam ita pote'st repraesehtari 

denotante q anguluni^^tionstanteiti ^rbitVarimn. ~ ' ^ 



'f b: 



: ' l 

Coro"llarium 3. 

l?3fi^ ' 8tmiK-mt>do--ai' ?t^tOT »»ut sit 

^ (e«-4^'*)'(^r4^2^)?:xz^^^ .• , 

4l(teMe ^^ et^ fS ^dm 'qaoa' amd aordentmr vaiores «magtearioa^ 
ex quetlM^ Mduitfitfite^qclUgitur haeo leioii iMtc^alia. d^d^ wii)«dft» ^ 



V ' 
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qttifttiJox' coosfiaiitc^ ^rbttrs^m* tty t$, 4^ *^ ^ -tommcm, '^i: .. 

CoroUarium S^ 

H36. Hinc ergo evidena est^ qnomodo ex factoribut 
^fonaiair i ?$• ^inre «iitt>' ehnpliGias ihre dolpUder^- silre ^naequdas sive 
Mq|ia*e«y «fi^uln^ kitdgialia: paiie^ ^«ttignarL iaddq«e totuQi imegrale 
completnm ibrmari conv&maiU \j j i. .;<.!' . . ;. » . r • 

ScholioiL. 

123 7. Totum ergo negotium huc reeit, tit quantitas alge* 
braica ex fiequatione diiFerenttali formata '^^ 

in 6U08 ,fac;jtore8 ^ reales . yel , simplices vel duplices refiolvetur, ia quo 
plerumi^ue maxlma difigcuhas "veraatiiry' quoniam hujusmodi formae 
anifxi^ cn^ctar* ^APnt: SQlit^e.. , Cum ^Yi^o h^ec resolu^o i^ti aequar 
aiQiu «cum genei*4li,; qi^ciwi ,bo>p vca^ite eVfOlv^ f;u3cepi, «st commu^ 
nis^ quicquid hic praestare licuerit^ potius in aequa^one jgenerali 
ostendi Goovgniet, ad qu^m resolvjqndam propterea cevertor. Id 
tantum* hic observasse necesse diico, quod si pro aequatione gene<» 
rah 

undecunque innotuerit integrale particulare, puta y r::: V existente V 
certa functione ipsius x , tum positq ^ =: V *f- 1; perveniri ad hanc 
' aequationem ^ ' « r f. . • i 

CUJU6 int^giale ccmpletum-per pV^ecept^ 4*yiU) proWemJi.tis inven- 
mtn ai :)oco v scribatw^ babebitur iniegralefrfsoivpietf^: jliius ««equar 
tioni»^ . «^o-paot«> cfxte itiaigne.c«lciili .QQmpeQdiWP. Qblin^s. p . 
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. Pirobrcma t66. 
■' • i2ys» PVopoMta «equattone diflereiitiali graidua^ «DJuscimqtte rp 

€JU8 integrale per integrationem n yicibus repetitam invenire. 

S o i u 1 1 o* 

£x hac a^uatione formetu^* iiaec ^quantitas algebralca 

P-A^B(;5-i)H-C(s-l)(z-2)H-v---^'N(z-.l)(z--2),...(i^ 

cujus quaerantur omnes factoreS' simplicesi nuUo h^bito respec(u 
sive siat reales sive imagidarfi, ut ea hoc modo exprimatnr 

P rz: N (a -H z) (|3 H- z) (y -♦• z) . . , . i (|JL -f-^) (y -^7 ^)t 

factorum numero existente i=z n. Quo facto , initio bujos /^ayutia 
Tidlmus, quemlibet factorem puta a-f^z pvaebeve potests^tem x\ 
per quam nostra aequatio fiat integrabilis , atque adeo ostendimus, 
integrale inde ortum, si compendH gratia pqnamus 

Ibre . :, ; 

iia ut sit A^ 1= ~^^ , caiqterique ooelficientes Ita se habeanlf, ^ uti 

ibidem docuimus ; bic aufem snfBciet ad primum potissrhnum respe- 
xisse. Absoluta jam Prim^ integratiotie^ sl eadem lege ex. aequar 
tione semcl integrata formemus quantitatem. 

PbA^H-B'(z-l)H-C^(z-l)(z^2)-+-...»^N(s^l)(:5r2)....(z^n-i.l), 

cujus resolutiQ in factores jam ex pnma forma P constat , post» 
quam $. 1229 demonstravi esse 
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iUi ut sit P':=^a4l»' *^"**' ^*'^® ^'""^ moicb -fiictior f3 -f-.3 »up- 
peditabit raultiplicatoiem a;P, quo haec aequatlo integrabtU» rtdijtt- 
tur, ac posito ' • • : . 

Kt sit 

X^' •=:x—^ — 'fef^-""-' ' d x/x" X 3 aJ, 
integrale erit 

cxistente hic A^ z=. q"^ — v ' ^ , ,W3 ' .i ri\' Quodsl hoc raodo tot inte- 
grationes successive absolvantur^ quot unitates continentur in indice/t, 
sicque omnes factores simplices formae P in usum vocentur, tan- 
4eni Rd hanc pervenietur aequationem X^*^ ~ A^") t/, quae est ipsa 
integralis desiderata. Cum' autem hic fiiturum sit 

evidens est denomlnatorem na^ci ex formd ^, si loco z scribatur 
unitas ; tum autem sumto zzzi^ prima forma manife«to dat PnA^ 
itA ut dehominator • iste fiat — jf > ideoque A^^^—N^ quod etiam 
inde patet-, quod omnium aequationum ultimi termini habeant eun- 
dem ccefficientcm N, quo ergo in postrema integrfili ipse primus 
terminu? y 4ebet ejss? affeclus. Deinde vero est 

ubi cum numeri a, j3, y^ etc. utcunque inter se permutan pos- 
fluirt, intcgrale qu^esitutp etiam hoc modo repraesentari potest^ 

JSyhz^c-^-^fx^^-^-^da^M^y-^d^ fa^-'-' d zfx^XBat 
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C or oll arium 1. 

12 39. Totum ergo negolium huc rcdit^ ut forraa algcbraica 
PrA-f-BCz— 1) +.0(2 — l)(s— .2)-+.D(z-.l)(2— 2)(z— 3)^ctc, 
in.suos factores siniplices resolyatur, quibus invcntis ut sit 

P zz: N (a + 3) (/3 + ^) (y -+- z) (v -H «), 

hinc integrale quaesitum facile exbibetury et quidem pro factorum 
varia permutatlone pluribus modis, qui autcm omncs eundcm yalo- 
rcm exprimunt, uti ex scquentibus clarius patebit. 

Corollarium 2. 

12 40. Cum haec forma integralis inventa tot inyoluat inte- 
grationes^ quoti gradus fuerit acquatio difFercntialis proposita, toti- 
dcm quoque constantcs arbitrariae ingcrentur, qucmadmodum indo^ 
les integrationis completae postulat. 

S c h 1 1 n. 

1241. Quoniam integrale invcntum pluribus integrationibus 
cst involutum, ad usum faciliorem convcniet hanc formam in partes 
resolvi, quae singulae unicura tantum signum integrale contineant. 
Hanc autcm rcsolutioncm simili modo instituere licet, quo supra 
sumus usi, atque hic quidcm totum negotium ad hujusmodi formu- 
lam revocatur 

quae manifesto ita rcducitur, ut sit 

"-^. rc^ - «/a?^ Xdx '— fx^ Xdx: 

ubi tamcn observandum est, $i fucrit mzin^ peculiari rcductio/ie 
opus essc, hocque casu fore 

/ ^/a;^ Xdxzizlx.fx^^Xdx ^ /a* Xdxlx. 

VoU IL ' * 62 
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Hac ergo regnla utemur in resolutione aequentium problematnm, 
quibus 8ucce8sive omnes gradus differentialium percurramus^ prae* 
termisso quidem gradu primo, cum aequationis 

X=:Ay-H^, ob 

P=:A-f-N(z— l)ii:N(a-f-2), 

integrale sit 

quod nulla reductione indiget. 

Problema 16 7. 
1242. Proposita hac aequatione difTerentlali secundi gradus 

ejus integrale per formulas intcgrales simplices evoluere» 

S o I u t i o. 

Cum sit 

P = A 4- B (« — 1) + N (^ ~ 1) (2; ~ 2), 
statuatur 

PzzN(a-t-s)(/3 4-«), 
eritque integrale per methodum praecedentem inventum N ^ z: X'''' 
existente 

^P4- I x^/ —fa:^ — a-M 3 a:/x^Xd x, 

quae forma evoluitur in hanc 

sicqae erlt 

N y=i^ -fx 'Xdx -h^ ^/^P X 3 a:. 
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Hinc autem casum excipi oportet, quo (3i:za, tum enhn fit 

pro hoc igitur casu habebimus 

Nyzzix—^^ — ^/^fx^^Xdz, seu 

Jiyzrzx—^ — ^Qxfx^Xdx-^/x^Xdxlx), 
ubi quidem prior forma praefcrenda videtur. 

C oro Ilariu m 1. 

1343. Si ambo factores simplices sint imaginarii, ponatur 
(a^-z)(j3-+-z)zz://+2/zcos.0+«z, 

eritque 

a n:/(cos, ^ + }/ — 1 • sin. f) et 
|3 —/(co8. Q — y — 1 . sin. ^), 

indeque 

(3 — a m — 2 / ]/ — 1 . sin. $. 

Tura Yero. 

a« nz :r-^^*»- ^ [cos. (/sin. ^ /ar) 4- /— i . sin. (/sin. $ . /jt)l 

a:-«rz:r--^/^<^^-^ [cos. (/s\n.$lx) — /— 1 .sin.C/sin.^/a?)], 

quae formulae mutato signo ipsius / — 1 ad rt^ et a:" ^ transfe- 
runtur. 

Corollarium 2. 

1*244. Ponatur brevitatis gratia angulus 
/sin. ^ /x— (J), 
et facta substitutione habebimus 

x'^'''^(cos.(P^Y^i.s\n.<P)/xf^''^Xdx(cc^.^^ 
^ — 2/ y — 1 . sin. $ 

a^-fcos.^ ^^^g (p _^ y^ , gin^ (P)/x^<^o'' ^Xdx (cos.0->/~ 1 .sin. 0) 

2/y^ — 1 . sin. $ 
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«bi partes imaginariae se spoate dettnrant, fietque 

^n^-Tr-. (sin. <Pfxf'"' * X3a; cos. ^— cos. 0/ar^«'*- *Xdx 8in.<|>). 

^ 8in« y 

Corollarium 3. 

1245. Forma ergo haec realis modo inTenta aequiyalet ilU 
imaginaria implicanti 

(3 — a a — ^"^ 

$i fuerit 

(a + z)((3 4-^)=//+2/^cos.d + zz, 
ponaturque (^ ziz fsm.$ Ix^ quae reductio semel facta etiam in 
sequentibus usum praestabit. < 

Problema 16S. 

1246. Proposita hac aequatione differentiaK tertii gradus 

cjus integrale per formulas integrales simplices evoluere. 

S o luti o. 

Gum hic sit 
P =: A H- B (2—1) -f- C (2—1) («-2) ^ N (2-^1) («—2) (2—3), 
popatur 

P = N (a ^ z) (^ -^ z) ( Y -4- 2) , 
et cum per integrationem generalem prodeat 'NyznX^^^y notetur 
esse X""^^ zz: x ^ ^ fx"^ X^^ d x , siquidem valorem ipsius X"^^ ex 
binis factoribus a-^z et |3 -h z jam inyenimus j hincJ enim per 
problema praecedens habetur 

X'' m — /a:« Xdx-\ —fx^Xdxi 
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unde eolligitur 

-+-(a-p)(Y-p) (a-p)(y-p)- 
Eat yero 

(P — «)(7 — «)^(a-^P)(7 — P) (a— 7)lP — 7) 

quod quemadmodum cum per se liquet^ tum vero ex Theoremate 
§. 1169. [demonstrato. perspicitun Quocirca iiitegrale quaesitum 
ita obtinetur expressum 

"^ ^ "" (f3-a) (Y — a> ^ (ji-^g;) Ky — ^^(a—v) (^— Y)* 

C o r ol lar i um 1* 

1247* Si forma P duos habeat factores aequales^ ut sit 
(3 =: a , quia tum est 

X^^=a?~«-'/^/a?«Xaa;, crit 
x^y^^^^xzz"^^-^^ at 

/^^-«-'daj/a^-Xaarz^^Iv^^Xda?^— 
vnde coIUgitur 

Nxi/=^^--l/*/a?»Xda7-7^^/a?«Xaa^ 

C o r 1 r a r i u m i. 
t24c8. Similia iorma; oritur> sr sumatur y =^ P^ ttin enim fit 
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ideoque 

C r i lar ium 3. 

i249. Quodlsi autem omnes tres factores inter se fuerint 
aequales a ~ p zz: Y, erit 

ideoque hoc casu integrale ita succincte exprimitur 

Corolltfriutai 4. 

1250. Si duo factores slnt imaginarii, scilicet 

(a -I- 2) (|3 -h 2) =// -1-2/2 c08.^ -Hzz, ob 

a =i /(co9. $ -f- v' -^ 1 . sin. ^) et 

f3 —/(C06. $ — y — 1 . sin. $), 
postremum quidem nustri integralis membrum manet reale ob 

(a — V) (|3 — V) = VV — 2 y/cos. $ -h/A 
at bina priora fient, posito (J) rz:/sin. (| /o:, 
^-/C9i ^ (c o6.0-|/>- i . iiA.^^yfxf^^^-^XBx (cos. <|) ^|/~ 1 . sin. <J» 

— 2 y y' — 1 . sin. d [y — /(cos. d -h K — * ♦ **"• ^^1 
^_^.-/m.»(cos.0-i-v/- l.ein.(p)/a:-^^"-^Xaa:(co8.0-i/- 1 .sin.0> 

2/y — i .»m.$ [f — /tcx^s. ^ — ^/ — 1 .«in. ^)} ' 

<^ia« reducuntur «d hanc formam realera 
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/sin. $(yy — 'J v/cos- -+-//) 

S c h 1 i o iii 

1251. Quod ad factores iipaginarios attinet^ int,egralium inde 
natorum rcductio facilius in gen_ere instituetur, unde in hia differen- 
tialium gradibus deterrainatis , ei non amplius imtporabor. Factorea 
autem aequales hic data opera pro singulis gradibns accuratius per- 
sequi est visum, quia supra nimis cito ad evolutionem generalem 
properanti in insignem errorem illabi contigit, quem statim feliciter 
evitassem, si eadem methodo ibi essem usus^ Hujusmodi autcm 
vitium circa factores imaginarios hic non est pertimescendum , cum 
in hoc negotio nihil sub spedie infinite parvi negligcndum ocourrat. 
£x hoc autem fonte errores illi, quos supra commisi, sunt nati: 
quod vitium subtile quo clarius ob oculos ponatur, una cum nece- 
saria emendatione hic evoluam. Quaestio scilicet pro cfisu prae- 
senti huc redit, ut valor harum duarum formularum 

x—^/x^^ X d X rg—P/rcPX d X 

- (p-a) (y~^-+-(a-.^) (y--^ 

definiatur, j:asu quo |3 =: a et ambo membra in infiuitum excres- 
cent; hunc in finem pono jSnza + o)» existente 03 particula eva- 
nescente, et cum sit 

hincque 

^""Pzna?— «(1 — (o/o?), 
habebimus 

x^-^^Jx^^Xdx x—^Ci — a)/a;)/a:«XD3? (l -^bilx) 

w (Y — a) w (Y — P) ' 

Quia nune est 



'V-a 7— ^P4-w"~7— ip fy — p)«i 
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pria$ membrnm induit hanc formftm 

« (y — |3> (y — p* • 

posterius vero evolutum istam 

— ar- « / a?" X 3 a: a;-»/a;/a;"X 3 a ? — ay-^/c^X dxla^ 
w(V~P) "Y-f3 

aicque valor qnaesitu« casu |3^ct concluditur 

~^^^^ y — a ^ (y — a?~ 

y — aj X ^ (7 — a)^-^ 

cujus formulae posterius membrum, quod in vitiosa illa methodo 
erat omissnm, inde resultat, quod hic ad discrimen inter expressio- 
nes y — a et y — (3 respeximus^ quam necessariam cautionem 
supra negleximus. 

Problema 169. 



r^-, seu 



1262. Proposita hac aequatione difTerentiali quarti gradus 
ejus integrale per formulas integrales simplices evoluere. 



Solutio. 

Formata hinc expressione algebraica 

P = A + B (z- 1 ) H- C (z-. 1) (z- 2) -4- D (z^ 1) (z- 2);(z- 3) 
+ N(2-- i)(2 — 2)<2— 3)(z— 4), 

•tatuatur 
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ct per praecepta generalia eat 



*^ 



N y = X'^, cxistente X^^ = a:- *— 'fX'''x^ d x, 

siquidem "X/" ex tribu» prioribus factoribus determinetur, quemad- 

modum in problemate praeccdente est factum. Yalorem sciiicct ibi 

pro Nory inventum hic per x^ *dx multiplicari oportet, unde 
oritur 

/X* X'^'' dxZ=l -^ ^ ^^ r 

(p-a) (V-*) (5-a) (p-a) (V-*) C5-a) 

x^—^fx^X^x fx^ X a X 

"^(a-p)(v-P)(5-f3) "■(a-p)(v-p)(5-P) 

a;^— 'V/^a^'VXa;r /a;^X3a? 

(a-v)(f3-V)(5^ "^ (a-Y) (p-v)^^-^) 
ubi ob rationes supra demonstratas tres postremi termini eoales- 

fx^ X 9 X 

cunt in -J 1- -r — sr— sr , ita ut sit integrale qoaesitum 

(a-5) (|3-5) (V-5) * 

a;— «/ar^Xaa? a?--P/a;P X 3 ar 

■^ ^ ""(P-a) (y-a)"(5-a) "^ (a- (3) (V — f3) (5 — ^) 

a^-^V/ar^VXaa; a^-^/ar^Xdx'" 

■^ (a-v) (/3— V) (5- V) "^ (*-3) (^-?)(v-5) 

siquidem omnes factores sint inter se inaequales. Casus autem 
quibus duo pluresve sunt aequales, in coroUariis earplorabimus. 



C oro llar i um 1. 

• '.. 
12&3. Si fiierint duo factores aequalea nempe 5zy, seu 
61 sit 

P=:N(a4-*)(f3H-z)(v-h«y 

ex eadem forma pro "S/^^ ante inrenta orittur integrale 

Tol. II «3 
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^'^"^(P-«)Cv- «)• 03 - *) (V - «)' 
x—^fx^xdx x—^f/xyxdx 

"^'(«-P^Cy-P)' (a-P)(y-f3/ 
x—yfy^fxyxdx 

^(« — Y)l(3 — Y) ' 
ttbi snembra negativa ita repraesentari possunt 



« 



r/xyxd x^ i i \ 

"(a-P) V(Y~«y (V-P)7" 



Coroilarinm 2. 

i254. Si faerint tres factores aeiiuales, nt sit 
P = N(a-l-z)(P4-2)*, 
ideoque 5 = y=:p, ex formula J. 124«. inrenta coUigitui intc- 
grale 

ar«/rc«X3_« x-^/x^Xdx 

^^y- (p-ay (F=^' 

^M ^ * ^4-* I ■■■II • 

((3~ay ^ «-P 

Corotlftrium 5. 

126 S. Si omnes quatuor factores fuerint «eqnales, nt sil 
P=r:N («-+-«)*, existente 5 = Y=:p=a, 
ex formft pro tribus aequalibos §.1249. inrenU fit integrale 



Digitized by 



Google 



CAPUT y. 419 

C o r o I lar i um 4. 

12S6. Si habeatur Qzna et $ ::z:y^ ut bini factores sint 
acqualcs scilicct Pnz N (a Vs)^ (Y + s)^, ex §• 1247, ubi facto- 
rca crant (a •+• zf (Y 4- ^) • colligitur integrale 

iy^ar-' (y-a)*"' (y-a) •' *"' 

quae ob 

fxy-«-' a xfx' xdx=i - — '-/a^xdx — *— /«"v xa* 

oontrahitur in hanc formam 

Prob I cm a 170. 

125 7« Froposita hac aequatione differentiali quinti gradna 
V 1 ., I Bxdy , Cx^ddy , l}xSdSy l Kx4d4y . nxSdSy 

ejua integrale per formulas integralea aimplicea cToluere. 

S o 1 Q t i 0. 

Cum hic sit quantitas algebraica formanda 

P=A-+-B(«—1)H^C(«— i)(2~2)-h 

. . . -hN(« — 1) (« — 2>C5 — 3) (« — 4H«^ O 
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statuatui' 

ac 81 hi factores omnes sint intcr se inaequales ,cx integrali prae- 
cedente novam instituendo integrationem prodibit integrale quae- 
sitom 

— ar«/x'Xaa? ■r-P/xPxa.r 

"^^~03-«)(y-*)(5-^)O-«) ~^ (* ^)(Y -(3) (5-P)(^) 
ary fx'^ X a a; x-^/ a^-^ X dx ^ 

1«-Y)((3-y)(5 --) )(e-V) "^ C«-^)G3-5) (v-a)(e-5) 

x"^ fx^ Xd X 
"*"(a-e;(p-7)(Y-e)(5-^/ 

Casus quo duo pluresve factorcs 8unt aequales, in corollariis evo- 
Inemua. 



Corollarium t. 

1258. Si fnerint duo factores aequales, ut sit 
P ==: N (a -h z) (/3 -»- a) (y ^ z) (5 -f- «)*, ideoque e = 5 
ex praecedente problemate coUigitur integrde 

^*y— +■ 03-«)(Y-«)(5-«y 

arP/ar^Xaar — «-Va?^Xax. 
(a-f3)(Y-f3)(5~f3)^ 

x-y/xy X a a? — x-^/x^ xdx 

"^ (a-Y)Q3-v)(5-7)* 

ar»/^/a:»Xd« 
"*"(«-^G3-.5)(Y — 5)* 
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Corollarium2. 
1259- Si fuerint tres fa tores aequales, ut sit 
P rz N (a -f- 3) (j3 -I- z) ( y -4- xf , ideoque 

t\ corollario i. problcmatis praecedentis colligilur 

*^~" (f3 — aoTy — a)' <(3 — a)(y— ^ 

a:-^fx^yidx^x-y/xyxdx x-yi^jxyjidx 

(a _ p) (Y — p)"» " (a — (3) (y"^ (3)* 

(a — <),) (pj — «>) 

Corollarium 3. 

1260. Si quatuor factores sint aequales, ut sit 

P = N (a -h 2) (P -♦- z)*, ideoque 
« = 5 = Vz=p, .erit per §. 1234 

x"^fx<^Jidx x-^fx^Xdx x-^ f^-^ fx^ X d X 
(P — a)* (^ — «)* (p — a)3 

(P— a)" a — (3 

Ac 81 omnes quinque sint Inter se aequales seu 
P=:N(a-+-a)*, erit integrale 

Corollarium 4. 

1261. Si F habeHt duos factores qnadratoSi ut ait 
P=lJ,(ai^-«)<Pri-z)".(y .-!-:«)?, ideoqjRe 3l=v ^t, c = |3. 
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erit ex §.1253. integrale, reductione necessarU Ikcta, 

^^" (f3 — af (V — «)* '(f3 -«)(« — yf (|3 — V> 

"*■ (a — P) (Y — P)^ (* — f3)(p— y)* 

fc-yf^fxyXdx aryfxyXdx-^x'^/a^Xdx 

"*"(«- V) (/3 -V)' («-Y)(p-Y)* * 

qnae porro redigitnr ad hanc formam 

a r^fx^Xdx x-^f^fx^Xdx ar^fx^Xdx Jar^fx^Xdx 
^*^(p-a)'(Y-»)'^(a- f3)" (y -^?" (*-P)'(V-f3)* («-p)(Y-^)* 

x-y/^-^/xyxdx x-yfxyxdx 2xr^fxyxdx 

^•^'(a-.Y*) (P-^'" («-V)'(p-^)'"(*-YX^)** 

Corollarinm 6. 

1262. SiP Iiabeat et factorem quadratum et cnblcnm, nt tit 
P=:N(a-+-z)*(Y-t-»)*» ideoque (3 = a et tz^B^y, 
cx §.1264. colligitur integrale 

sr*f^/x^Xdx Sar^^/afXdx 

^"^y- (Y-*)* C?"=^ 

ar^jy^f^fxyXdx 2ar^f^fxyXdx 3ar^fxyXdx 
*■* (a — Y)^ (tt — Y>* C« — Y>^ 

S c h 1 i o n. 

1263; Ex his formulis pamm eonstat, qnemadmodnm eat 
ulterius pro majori fiictomm nnmero continnari oportet, A quidein 
factomm aliqnot iater se fiierint aeqnalet; integraUn» oiini partea^ 
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qnae factoribos liiaeqoaUbiis mpondent, legem senranc manifestam. 
Quae autem partlbus aequalibus respondent, adhibita certa rednctione 
commodius exprimi possunt. Yeluti pro casu coroUarii {. si bre» 
vitatis gratia ponatur a — 5z=/>, |3 — 3 = 9 «t y--5 = r, 
forma x^^/x^ Xdx ducta est in 

(p — q)(r—t)fp ~^ iP—q)(q—r)qq "*" (r—t){q — r)rr» **" 
{q — r) <7^rr-4-(r — P)pprr-+-(p — q)ppqq 
(,t — q){q—r)ir — t)ppqqrr * 

cttjna firactionis numerator est 

— </^ — fl') (7 — O (r — p) (/> 7 -h j» r + 9 r), 
ita m haec fractio reducatur ad Utam 

— pq—pr — qr L-/S i i . |\ 

ppqqrr "~~ tqr\fi^ q^^ry 

Quando ergo est 

P = N(a4-2)(P + 2)(v + 2)(5-f a)% 

integrale ita se habet 

"** (a-^xP-^Xy-^) ""(a-5)(p-5)(v-5) l^a-S'*'^^'*" V^/ 
Pro caau autem P zr M (a -^ «) (|3 -4- z) ( y H- »)* habebitur 
^ ^ ^-«/'a^Xaa; a rP/a;PX3a; 
"^""(p-aXV-*)' (a-p)(V~^)' 

^"^/T/^r^^^^XDa; ^ ar^/^/ar^VXaa: / | |_N 

"^ (a — vXfS—V) (a— V><P— vA«-V |3-v/ 
arVar-VXaa r / 1 1 ^ ' N 
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Tum vero pro casu P zr: N (a + z) (|3 + z)* fit 

a?-P/arPXdar 1 



At pro casu P ir: (a + z) 03 + 2)" (y -f- z)* integrale ita sc 
habet 

"^~((3-.a/(Y-^)'"^(*-l3)(Y-f^/ 

_ rc-P/xPxa a? /J_ _2_N g^-y/^/x^Xax 

(«--P) (y -P/ U~p "^ V-P/ "^ (« - y)^^ - v)* 

Denique pro casu P ~ N (a + z)° (y -f- z)^ est 

a-«/^/a:«Xaa: arVaJ^Xaar 3 

Na?v~ — — ■ >■ , — ■ 

(^ — V)' (flt — V)" *a-Y 

^ (a-Y)' '(ct~Y)'' 
iinde indoles harum formulanim jam magis fit perspicua^ limulque 
patet partem integralis ex aliquot factoribus oriundam non pendere 
ab aequalitate Ttttquorum, Quocirca jam probiema generale ag« 
gredi licebit. 
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Problema 171. 

i26 4. Proposita aequatlone differentiali cujuscunque gradus 
hujus fonnae 

Bxdy , Cx^ddy IDx^d^y Na;»a«y 

ex qua forma algebraica hac lege formata 

P=A-HB(z-l)4-C(s~l)(2^2)+r)(5— l)(z~2)(3— 3) + ... 
.. . .4-N(s— <!) (z— 2) (s — «), 

omnes factorep habeat inter se inaequales ; valorem ipsius y com- 
pletum per foinnulas integrales simplices exhibere. 

S 1 u 1 1 o. 

Sint primo formae P omnes factores simplices reales 

P=zN(aH-2)(|3 4^z)Cy + z) .... (kH-^), 

factorum numero existente — n, et ex antecedentibus patet, ex 
quolibet factore pasci integralis partem. Ad has partes invenien* 
das, eliciantur sequentes valores 

1.) posito z=: — a sit Stzz:— J^, seu St^^l, 

2.) posito s— — /3 sit 33 — pip^, seu 35 — ^~, 

3.) positoz= — 7 sit € = ;y^, seu C:^:^-^, 

etc. ^ 

Cum igitur sit 

(/3 — a) (V — a) (i5 — a)-. . . . (y — a) zz: *, 
litterft N ex superioribus formis per divisionem tolletur, fietque 
integrale quaesitum 

quoad singuli factores fuerint exhauijti. 

Vol. II. 54 
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Ouodsi jam forma P factores habeat imaginarios, partium 
inde orlarum imaginariarum ad rcalitatem rcduclio secjuenti modo 
jHStituetur. Quoniam bini factores simplices imaginarii praebent 
factorem duplicem realem, ponamus 

(a 4- s) (p + z) —//4- 2/2J cos. + « s, 
ita ut sit 

a =:/(oos. 4- ■/— l.sin. ^) et |3 .i=/(cos. ^ — •/— l.sin 0), 
unde primum valores literarum Sl et S3 definiantur, quarum cum 
utraque derivetur ex forma ^^, illa posito s zn: — a haec vero 
posito zzz: — |3, in ipsa forma^s^ loco z ubique scribatur 

— /(cos. $± ■/— 1 . sin. ^), 
prodeatque ^ nt Q }/ — 1 . Ac perspicuum est fore 

9( = g> + a/-l et 33 = ^ — £L/- 1, 
ubi notandum est, quantitates ^ et £1 esse reales. Deinde cum sit 

^m + ny-i^^m^n>^-i.Zx-— ^mj-co8.(/2/a?).H-4-/— l.sin.(n/x)], 
si brevitatis ergo ponamus angulum J^sin. ^ Zo: :zz Cj), erit 
^a ^ ^fcos. $ (cos. Cf) ^- / — 1 . sin. (J)), 
rc-« = a?--^^^^-^ (cos. (p -- /— 1 . sin. Cf)), 
^p — jt/^oj. ^ (cos. Cf) -- / — 1 . sin. Cp) , 
a;-P zn o:-/^^^- ^ (cos. Cj) ^ / — 1 . sin. Cp). 
Quare pro binis partibus 

I x-^fx^ Xdx-\-^x- P/a;P X 3 a:, 

ob 9(S3 = ^^+£iQ habebimus 






^£2^«^ r (^_Oy-l)(cos.C^^ C/))Xa.cr 

9>^-^ClQ ( {^^ a/-lXoos.ci)-H/-l.sin.ci))^^^^ X<^os.(p-^)/^i.sin.<pyXd^ 



\ 



Digitized by 



Google 



.*--^ 



C APUT V, .427 

quac forma ob partes imaginarias se tollentes reducitur ad hanc 
( 2 x^^"^^''^ (^ cos. — £1 sin. (p^/xf'^'-^ Xdx cos- 0) 
/H- 2 g?"/^^^ ^ (O. cos. Cj) H- ^ sin, j )) /x^'<>''^ Xdx sin/0 \ , 

Talisque forraa ad integrale accedit, quoties forma P hujusrao4i 
habet factorera duplicem //-\- 2 /z cos. ^ + z s, 

Corollarium 1. 

126 5. "Etsi autera factorum simplicium jpsius P quidam sunt 
imaginarii, eorum qui sunt realcs evolutio inde non perturbatur, 
sed ex singulis partes in integrale inferendae a natura reliquorum 
factorura rainirae pendent. 

Corollariura 2. 

12 66. Pars integralis ex binis factoribus iraaginariis seu uno 
factore duplici oriunda aliquanto succinctius repraesentari potest^ si 
ponatur 

^znO. cos. ^ ci 0. = sin. ^, 
gic enira ca fiet 

5 X-f '''- ^ [COS. (^ ^ (^)/xf'^'' * X a 07 C08. (^ 

H- sin. (^ ^ <^)/xf'^'' ^Xdx sin. 0] , 

ubi ^ et $ sunt anguU constantes, (J) vero variabilis ob (J) rr 
/"sin. ^ . l X. 

P'r b I e m a 172. 

126 7. Si pro aequatione difFerentiali in praecedente proble- 
raate proposita quantitas algebraica P inde forraata duos habeat 
factores simplices aequalesi integralis partem inde oriundam inve- 
stigare. 
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S o I u t i o. 

In forma ergo ante exhibita 

P zr N (a -4- s) (j3 H- 3) (y -4- z) 5 -f- s) etc» 

ponamus esse j3 rz: a, quoniara vero tum utraque integralis pars 
oritur infinita, altera signo +, altera signo — ^ affecta, ita ut 
junctim sumtae partem constituant finitam, ad hanc eliciendam sta- 
tuamus |3z=a — O), denotante 03 quantitatem evanescentem , critque 

S( =1 — N co (y — a) (5 — a)(e — a) etc. et 
33 =+ N 03 (v— p) (5 — P) (e + j3) etc. 
Ponatur jam 

p p n 

ut sit 

Q rzz N (y -f- 2;) (5 -V 2) (e -^- z) etc. 

ac manifestum est fieri 

S( zz: — 0) Q , posito z zz: — a et 

S3 zz: -f- (0 Q, posito zzr — |3:zr — ^-f-oj, 

unde intelligitur valorem ipsius Q posteriorem excedere priorem suo 
difFerentiali 3 Q , si fiat 

^— — a et ^zzzzo), 
ita ut sit 

© zz: 0) (Q -f- Wg^), posito z zz: — «, 
hincque 

JL J ?_9__ '.i^^ri^ •♦♦ » » 

tum vero cum sit 

x^ = oo^x-^z=:x^(i^Oilx) et x-^z=zx-^(l -^ 00 /a-), 
binae partes iutegralis quacsitae erunt 
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ubi cum mcmbra per co divisa se deslruant, resultat 

seu 

siqmdem tam in valore ^ quam in ji^'^ ubique loco z scriba- 
tur — a. Cum vcro sit Qzz: .^^ .> -, hi valores inde facile inYe* 
niunlur. 

Corollarium !• 

1269. Quodsi ergo quaniitas algebraica P ex aequatione dif- 
ferentiali formata factorem habeat quadratum (a-f-2)^, inde in inte- 
grale transferenda est haec portio 

(^^ a;-«y^Va.« X a rr 4- j^ a . ^^ . ^- V^" X a ar, 
posito zzr — a; dum si hic factor a-f-z csset solitarius integra- 
lis pars inde oriunda foret 

^-y-5 x^ ^fx^ X 5 ar, posito z iil — a. 

Corollarium 2. 

1269. Cum sit Q = ^-^^„ oasu zr^ct fiet Q = ^; 
vertim quia hic ipsi z jam valor detcrminatus cst tributus, 
hinc g^ coUigerc non licet, sed prima est utendum qua fit 

g-^ zn ^^ (a+ I)7a g — ^* ^"J^^ fractionis cum numerator et deno^ 
minator casu z m — a evanescat^ erit pro eodem casu 

dQ (a+g)aaP — d zdV (ttH-g)33P 9 3JP 
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Corollariuma* 

1270« Hoc valore invento, quia est eodem casu zm — ^^ 
quantitas Q = 1^^:^ erit 

I ;x I dQ aj3« 33 P 

. . ,. d^^' Q QQd» 3ddP»' ^^^ 

i ^ I , a 8 » -V i_^ 

a^^-Q ^3~^-ddP» 

cx quibus formulis, si factores ipsius P non sint evoluti, pavies 
integralis facilius reperiuntur. 

ProMema 173. 

1271, Si pro aequatione difFerentiali praecedente quantilas 
algebraica P inde formata factorem habeat cubicum (ct H— z)^, inle- 
gralis partem inde oriundam investigare. 

S 1 u t i o. 

Ponamus ergo esse 
P iz: (a H- 2J)^ (V H- z) R, existente y — -a — \o , 
ubl ,w. pro quantitate evanescente assumitur* . Quo4 crgo ante erat 
Q, id hinc fit Qrcy-i-z)R, et facto z = — ^, erit Oz:— (oR, 
si etiam in R ponatur zziz — «. Deinde cum sit 

dz "^ dz . dz • 

eodem casu erit 

— 7i — — — * ' 1 9R _ !_ JL JL ^^ t -v f 

;^^tt>crrea ex factore quadrato (a -4- 2^)^ pcr praecedens problemc 
lia;ec dbtiiietur imegralis pars 

cnjus iambo membra in infinitum excrescunt ob cui^ziO. 
Adjieiamus autem partem ex tertio factore 
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P o 

oriundam, quae ob zrirz "^ Ccc -^ zr R est 

Quod si jam R ut ante is fuerit valor , qui oritur posito zziz — a^ 
augendo hunc valorem particula co, loco ^ scribi debet 

si quidera valorem z — — ^ et hic retineamus : unde haec inte- 
gralis pars ob a -f- z zz: oj erit 

sicque manifestum est, illum ipsius ^ valorem iisque ad secundam 

'potestatem ipsius co continuari debuisse, atque eadem lege hic alte- 
ram partem x involuentem exprimi conveniet. Ad quod observo, 
si habeatur hujusmodi formula x^ fx^^^Ydx secundum potestate^ 
ipsius ci) evoluenda, id hac ratione commodissime fieri. Posito 

vzTLx^^fx-^^Ydx, ut sit a?-"t;=:/a:-"V3ar, 

erit ditFerentiando 3 t; — ^^" zn V 3 :c, quare posito 

i;z=T + a}r'4-a)2r'''-K,}3r^^+ etc. 
habebitur, terminos aecundum potestates ipsius co disponendo, 

a T -I- 6) a r + 0) (0 a T'^ H- 6) ^ 3 T''^'' 

ideoque 

-Tzz/ydx, rz:/^/Ydx, T^n/^/^/Vao?, etc. 

Consequenter cum in applicatione sit V zz: o:* X, crit pars •intcgra- 
yri lis ex factore y-f-:5zz:a — oi)-f-25 nata 






'// _H etc. ) ___ 
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qua cum parte ex (ct-i-z)* nata junctim sumta, omnia membra 
infinita se mutuo destruunt, et pro quantitatis P — (<^ -f- :t)^ R 
factore cubico (oc -^- ^)^ ^n integrale ingreditur haec pars 

p • • ' 

si inodo in quantitate R iz: .^ . ^y^ ubique scribatur s — . — a. 



C r o 1 1 a r i u m 1 . 



— ,i i 



»2 72. Methodus in solutione hujus problematis adhibita facilc 
ad quotcunque factores aequales extendi potest* Si enim fuerit 

(a-f-z)^ factor quantitatis P, atque in hac tractione — 

suisque diiFcFentialibus , postquam fuerint evoluta, ponatur zzl — a^ 
partcs integralis indc natae ita se habebunt 



Factor 
quant. P 



Pars 

integralis. 



a4-» _. 



(JL 



x^^^fx^^Xdx 



(Ct -H f )"" 



(^tx--f-^/a:-Xdx 



i^ (a+zy ^^^ct 



^d.^-^^.x-Yx-Xdx 



(a -+- z-)^ 



^^-^^-VT/^/^«xax 



X^ X 



,-^dd.£2±55--.x-«/r»Xdi. 



les, ,sumtis 



C o r o H ari u m 2. 
1273. Si fuerlnt duo pluresve factores duplices inter se aequa- 



Ct rr / (cos. ^ -4- }/ — 1 • sin. d) et 
^ P=i/(co8.^ -^ j/_ 1 .sin. ^), 
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jartes pro (cr ^ ij)* ei (p h- z)** scorskn evolutae miethodo supra 
adhibita non difficulter congungentiir , et ad Tealitatem reducentur. 

S c h o l i o m 

1274. Simili methodo, qua hoc caput C8t pertractatum , in 
eTolutionc capitis III* hujus seetionia uti oportebat, neque tum uUum 
periculura in crrores prolabendi fwsset pertimescendqm. Supcrfluum 
autem nunc fioret, errorcs ibi Gommissos hic emendare, cum non 
soUim methodus- pkine esact eadcm^ sed ctiam acquatiq hic tractata 
facile in formam ibi consideratam traasmutari queait ct vici^sim; 
Q.uodsi enim- in aequatione capitis III. 

statuatur orrrz/t;, ut srt dos^zz: —^ functio autem X abeat in fun- 
ctionem ipsriis v quae sit V, proveniet aequatio ejua formae quam 
Hic tiactavimus. Dum autcm ibi elementum d x pro conslanti cst 
Kabitum^ ad hanc conditionem cxuendam ponamns 

dyzzipdxy dpzzzqdx^ d qzizrd x, dqznsdx, ctc. 
ut haec aequatio resuUct 

X—Y — Ay -^Bp H^C^-f-Dr-+-Ej-f-Fi+ etc. 

I^unc aititem ob dxzm— adipiscimuo;^ elemento d t; coaAante 
sumto^ 

_ djy . *vdy \ 

dp vvddy ,. vd y 

" — dx — a^o» ^TiT^' 

9j , v^d^ y , Zv^dd y i vdy 

dx dv^ '^ di,» * dv * 

djr v^d ^y 6^3 93 y Ivv d dy ^^ 

^ — dx dv^ » d^ ' §1;»^ "+" dv » 

£. 3£ vSdS y ^ iov^d4y ^ 25 ia 3 93 y iSv v ddy ^. t^JJjf ^ 

^* 9« dvS "T Wv*' ' dv3 ■+ dv*" ^ 9v > ^^^* 

^uare aequatio inter v ct jf crit haco: 
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CAPUT 


r.. 




e.vvdiy 1>v3d3y 
dv* ■ dv3 


Ev^d^y 

^ dv* 
-H 10 F 


. tv»3*y 


TE 


-4-26F 






i6F 









F 



<rajtt» integrationem hic dbcuimtis* Impramia autem not-andum es^ 

quantltatem algebraicam P hinc formandam 
P=:A-4-(B-h€ h-Dh-E + F)(s— t) 

H-(e^ 3 I>-f- 7E-#- i6F)(z-. l)(z — 2^ 

-f- (D -^. 6> E -f- 26 . F) (« — 1) (z — 2) (« — 30 ^ cte. 

adi.hane fbrmam reducr 

Pzii^-f-B^z— t;)-+.C(s — iyH-ir(^ — l)^-+-E(z— 1)^ 

^F(s — t)^-f-etc. 

quae quantitas algebraica ab iHav, qva in capite IIL ad intogratia** 
nem mimus usi.,. hoo tantum diffort> quod ibi littera z id quod bic^ 
fbrmuia z — 1 expreasimus- ; ex. quo etiam ambarum. integratio> 
fkcillime alteca ad alteram reducituia 

€ no 1 u aiio I ib ri: pr i'm il 

i2'7'6. Atque haec- fere sunt, quae ad librum primum de 
oalbufo. integrali pertinere sunt vJsa^ ubi methodumr tradere instituii. 
ftmctionea imius Yariabilis ex data quacunque difierentialium ouju&«^ 
que ordinis relbtione inyestigandi ; quod opus mihl oquidom ita per- 
tractasse Tideor, ut vix. quicquam oorum, quae adhuc de hoc argu^- 
mento ab aliis sunt inyenta ab^ aliia sunt- inventa et in mediunr. 
allata., ait praetermisaum.. 
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